MATHEMATIQUES - ANALYSE 2 & Rappels d'analyse 1,

Chapitre
pels d’'analyse T

Bornes

Maximum, majorant et borne supe-
rieure

Les définitions et théorémes s'appliquent aussi aux minorants, bornes
inférieures, etc.

G Définition 1.1 : Majorant

M est un majorantde AsiVr e A,z < M

G Définition 1.2 : Maximum

m est un maxium de AsiVoe € A,z < m et m € A Cest un
majorant appartenant a A. On le note max(A).

Pour montrer que m est le maximum d’'un ensemble, il faut montrer
qu’il appartient a cet ensemble et queVz € A,z <m

G Définition 1.3 : Borne supérieure

M est la borne supérieure de A si M est un majorant de A et s'il
en existe pas de plus petits. On le note sup(A). C'est le plus petit
des majorants
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MATHEMATIQUES - ANALYSE 2 & Rappels d'analyse 1, Suites

Théoréme 11 : Théoréme fondamental de l'ana-
lyse

Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supé-
rieure.

Proposition 1.1 : Caractérisation de la borne supé-
rieure

M =sup(A) <= M majore A AVe>0,Jx c A M—-c<z

Suites

Limites

G Définition 2.4

La suite a pour limite I siVe > 0,AN e Nyn > N = |u, — | <¢

m Définition 2.2 : Série geométrique

1_an+1

l4a+a®+ - +a" =

l1—a

G Proposition 2.1 : Limite de la série geométrique

+o0 sia > 1et £ si|a| < 1. Dans les autres cas, elle est diver-
gente.

Suites extraites

0 Définition 2.3

Cest une suite de la forme (uy(,)) avec ¢ : N — N est strictement
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croissante.

Théoréme 2.1: Suite convergente et suite extraite

Toute suite extraite d'une suite convergente converge vers la
méme limite.

G Preuve 21

Avec ¢ € R Soit ¢ : N — N strictement croissante.

Definition de la limite:Ve > 0,3n € N,Vn € Nya > N = |u,,—|
€s

IA

Soit e > 0. On sait qu'il exisye N tel que pour toutn € N,n >
N= U, -1 <e

Or, ¢ est strciteent croissante donc ¢(n) > n.

Doncn >N = ¢(n) > Net|U,| -1 <e

Proposition 2.2

La suite (U,) converge vers [ si (Usy,) et (Uzn41) CONVergent vers
l.

G Preuve 2.2

On traduit les hypothéses : AN; € N,Vn > Ny, |Us, — 1| < ¢ et
dN, € N,VTL > NQ, |U2n+1 = l| <e

Posons N = max(2N1,2Ns +1). Sin > N, alors
- sinestpair,n=2ketn >2N; dol k > N; donc |U, —1| =
|U2k - l| <e

- sinestimpairn=2k"+1etn>2N,+1dolk" > Ny +1
donc |U, = 1| = |Usgr41 — 1| <&

Définition 2.4
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[ est une valeur d'adhérence si une suite extraite de u,, prend [
comme limite.

G Théoreme 2.2: Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Toute suite bornée admet une sous-suite convergente.

Comparaison

Négligeabilité

G Définition 34

On note o(u,) une suite pouvant s'écrire de la forme (e, u,,) avec
(en, — 0) = (vy,). On dit que (v,) est négligeable devant w,.

G Proposition 3.2 : lien avec négligeance

Up — Uy = 0(Vy) <= up ~ vy
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Proposition 3.3 : Equivalent de puissance

Up, ~ Up = U ~ V)

Développements limités

Théoréme 4.1 : Formule de Taylor-Young

F&) = f(@) + Fla)e - a) + LD @) - of(@ - a)")

Développements limités usuels

° Ce sont les DL des fonctions au voisinage de O!

Développements limités a connaitre

e’ = 1+x+—+~~~+ﬁ+o(x)

z? (_1)nx2n 2n+1
cosx = 1—§+~~—|—W+o(x )
. ? (=1)ra®rtt 2n+2
sinr = 1‘—§++W+O($ )

.TQ 2n ant1

e —_— DR n
coshz = 1—1—2!—1— —I—(Qn)!—i—o(x )

23 p2n+1 ,

i = 4. n+2
sinhz = x—|—3!—|— +(2n+1)!+0(x )
1

= 142422+ 4+2"+0(z")
L=
1

= 1l—z4+22+-- 4+ (=1)"z" + o(z")
1+z

2 _1n+1

In(l+z) = x7%+~~~+( ) "™ + o(z")
1 —1)-(a—n+1
1+2)* = 1—|—o¢x+a(a2 Ja2 4.4 20 )n,(a ntl)

" 4+ o(x™)
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Remarques

- Quand une fonction est paire, son DL ne comporte que des puis-
sances de x paires.

- Le DL d’'une fonction impaire ne comporte que des puissances de
X impaires.

- Quand elle n’est ni paire ni impaire, elle comporte a priori toutes
les puissances de x (sauf exception).

- Le DL de ch(x) est la partie paire de e*.

- Le DL de sh(x) est la partie impaire de e®.
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