
MATHÉMATIQUES - ANALYSE 2 & DL et équivalence ,

On met en facteur le terme qui at-
teint la limite le plus vite. Ici, on
pourrait déjà déjà dire que n3 est
bien équivalent car le contenu de la
parenthèse tend vers 1.

Les termes qui tendent vers 0 sont
négligeables devant le dénominateur,
ici n3 . On les réécrit dans l’expres-
sion originale avec la notation de
Landeau.

On trouve la définition d’une suite
équivalante, écrite avec les notations
de Landeau.

Chapitre 1
DL et équivalence

pi Définition 0.1 : Suite équivalente

Soient u et v 2 suites équivalentes. La suite u est éuivalente à
vp, noté u ∼ v si up = vp + o(vp) ou encore ∃ε → 0 quand n →
+∞, ∀p ≥ N, up = vp + εpvp = (1 + εp)vp

1.1Méthode
On cherche une suite équivalente simple à une suite d’expression
plus complexe. On veut donc pouvoir écrire cette suite compliquée
up comme (1 + εp)vp, c’est-à-dire la suite équivalente multipliée par
quelque chose qui tend vers 1 et ainsi obtenir la suite équivalente vp.

1.1.1Somme
On met en facteur le terme qui atteint la limite “le plus vite”.

Exemple :

an = n3 − n2 + ln(n)− 7

= n3(1− n2

n3
+

ln(n)

n3
− 7

n3
)

= n3 − o(n3) + o(n3)− o(n3)

= n3 + o(n3)

∼ n3

On n’est pas obligé d’utiliser la notation de Landeau. On peut sauter
les lignes 3 et 4.
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Pour trouver cet équivalent, il aurait
été faux de dire que n + sin(n) ∼ n

donc
√

n+ sin(n) ∼
√
n. En effet,

bien que cela soit tentant et que cela
produise dans cet exemple un résul-
tat juste, on ne peut pas appliquer
des fonctions aux équivalents.

Comme on a puissance non constant,
on va appliquer la fonction expo-
nentielle et sa réciproque à la suite
pour transformer la puissance en un
produit avec les propriétés de ln.

On remplace le logarithme par son
développement limité après avoir
vérifié que la fonction −1

n
tendait

bien vers 0. Dans le cas contraire, on
aurait pas pu.

On développe le n2 sur la parenthèse.
Cela s’applique aussi au o( 1

n2 ).

o(1) tend toujours vers 0 et
exp(0) = 1, donc on a bien notre
suite équivalente multipliée par
quelque chose tendant vers 1.

On écrit le développment limité de√
1 + u à l’ordre 1

Ici, u =
(−1)n

n
et tend bien vers 0.

On peut donc appliquer le DL à notre
expression. Si (−1)n

n
ne tendait pas

vers 0, on n’aurait pas pu le faire.

1.1.2Produit/Quotient
Comme on peut multipliser les équivalents, on peut, dans un produit
séparer les termes/le quotient puis multiplier entre eux les équivalents
trouvés.

Exemple avec an = en−n√
n+sin(n)

.

en − n = en(1− n

en
)

∼ en

√
n+ sin(n) =

√
n

√
1 +

sin(n)

n

∼
√
n

an ∼ en × 1√
n
=

en√
n

Exemple avec an = (1− 1
n )

n2 .

an = exp(n2 ln(1− 1

n
))

= exp(n2(
−1

n
−

(−1
n )2

2
+ o(

1

n2
)))

= exp(−n− 1

2
+ o(1))

= exp(−n− 1

2
)× exp(o(1))

1.1.3Composées
Dans certains cas, on ne peut pas contourner la présence d’une fonc-
tion, on voudrait donc pouvoir composer notre équivalence, mais c’est
interdit. On va donc utiliser les développements limités pour transfor-
mer notre fonction en une somme de polynôme que l’on peut étudier.

Exemple avec an =
√
1 + (−1)n

n − 1

√
1 + u = 1 +

1

2
u+ o(u)√

1 +
(−1)n

n
= 1 +

(−1)n

2n
+ o(

(−1)n

n
)

an = 1 +
(−1)n

2n
− 1 + o(

(−1)n

n
)

∼ (−1)n

2n
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1.1.4Remarques
• Quand la fonction converge vers une limite finie, l’équivalent est
simplement cette limite.

• Quand l’équivalent tend vers l’ infini, il ne faut pas supprimer un
potentiel facteur multiplicateur, même s’ il ne change rien à la
limite !

1.1.5Développements limités usuels
🗙 Ce sont les DL des fonctions au voisinage de 0 !

❗ Développements limités à connaître

ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn)

cosx = 1− x2

2!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ o(x2n+1)

sinx = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2)

coshx = 1 +
x2

2!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ o(x2n+1)

sinhx = x+
x3

3!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2)

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + o(xn)

1

1 + x
= 1− x+ x2 + · · ·+ (−1)nxn + o(xn)

ln(1 + x) = x− x2

2
+ · · ·+ (−1)n+1

n
xn + o(xn)

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn + o(xn)

1.1.6Remarques
• Quand une fonction est paire, son DL ne comporte que des puis-
sances de x paires.

• Le DL d’une fonction impaire ne comporte que des puissances de
x impaires.
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• Quand elle n’est ni paire ni impaire, elle comporte à priori toutes
les puissances de x (sauf exception).

• Le DL de ch(x) est la partie paire de ex.

• Le DL de sh(x) est la partie impaire de ex.
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