MATHEMATIQUES - ANALYSE 2 & Intégrales,

Chapitre

Intégrales

Intégrale de Riemann

0 Définition 14 : Subdivision

Cest toute famille de réels u = (z;)o<i<n telle que a = zg < 271 <
.-+ <z, = b. Son pas est la quantité max(z; — z;—1). On dit que
v est plus fine, si tout élément de de v est un élément de u.

C'est une subdivision réguliére si z; = a + zb‘T“

G Proposition 1.1

Siu etvsontdessubdivisions, alors il existe une subdivision plus
fine que u et v.

G Définition 1.2

Une fonction est dite en escalier s'il existe une subdivision u
telle que la fonction est constante sur chaque intervalle ouvert
|wi_1,2;[. On ditalors que u est une subdivision adaptée a la fonc-
tion.

G Définition 1.3 : Fonction continue par morceaux

On dit qu'une fonction est continue par morceaux si on peut trou-
ver une subdivision adaptée a f telle que la restriction de f a
chaque intervalle Jx;—1, 2;[ soit continue et ademette des limites
finies a droite de x;_; et a gauche de z;.
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Remarque

Si une fonction est cpm, alors Vzq € [a, b], lim+ f(z), lim f(b)

Q?—)QZO w—)wo

existent et sont finies.

Exemple : g(z) = Osiz = 0,sin(Zsiz > 0)

G Proposition 1.2

La combinaison linéaire (et produit/division) de fonctions en es-
caliers est une fonction en escalier.

G Proposition 1.3

Une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée

0 Définition 1.4

f est prolongeable par continuité en a si f posséde une limite a.

Le prolongement par continuité de f en a est bien définie en a. On
rajoute le point duquel la fonction se rapproche.

Théoréme 11 : Approximation d'une fonction
continue par morceaux

Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment. Pour
tout e > 0,36 en escalier tq

YV € [a,b],|f(z) —0(z)| < e

G Proposition 1.4

Soit fcpm sur [a,b]. Ve > 0,3¢,1, en escalier telles que Vz €
[a,b],6(x) < f <p(z) ety —p <e
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e Proposition 1.5
Ona

/‘P = écz(% —Ti-1)

qui ne dépend pas de la subidivisoon choisie, avec ¢; la valeur
de la fonction entre z; et z;_;.

G Proposition 1.6

Les propriétés de linéarité, de croissance, de positivité et d'addi-
tivité sont conservées.

G Proposition 1.7

On note Et, E~ I'ensemble des fonctions en escalier supérieures
et inférieures a f. La borne supérieure de 'ensemble des E- et la
borne inférieure de la borne des E+ sont égales.

G Définition 1.5

Si f est cpm, on appelle intégrale de fsup({[ ¢,¢ € E~(f)}) =
inf({f ¢,y € E¥(f)}).

m Proposition 1.8

On dit que la fonction est intégrable au sens de Riemann si
sup(1™) = inf(I*(f))

e Proposition 1.9 : VA de l'intégrale

Si f estcpm surunintervalle, alors |f| lestaussiet| [, f| < [} |f]
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0 Proposition 1.10 : Inégalité de la moyenne

Si f et g sont cpm, alors leur produit l'est aussi et | [, fg| <

sup;(|f1) x [ gl

G Proposition 111 : Corollaire des bornes

Sifestcpm, ona| fi,,; fI < (b~ a)supy(If)

G Proposition 112 : Valeur moyenne

infq5)(f) < 5 f[mb] < suppg ) (f)

0 Théoréme 1.2 : Intégrale non nulle

Si f est continue et positive sur [a,b], alors [ f =0 = f = 0sur
[a, 0]

Somme de Riemann

0 Définition 2.4

Soit f continue sur [a, b] et u une subidivision. On appelle Somme
de Riemann associée & u la quantité =2 "7 " f(a +i2=2)

G Théoreme 21 : Limite de la somme de Riemann

lim S = f; f(z)dz

Intégrales et primitives

importance de l'intervalle | : arctan(x) + arctan(1/x) a une dérivée nulle
mais n’est pas constante.
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0 Théoreme 34 : Théoréeme fondamental

La fonction F, définie par Vi € I, Fo(x) = [ f(t)dt est lunique
primitive de f qui s'annule en a

Démonstrations

G Théoréme 3.2 : Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe C! sur un intervalle [a, b].

/ab uw(z)v'(z) de = [uv]z - /b o' (z)v(z) dz

a

0 Théoréme 3.3 : Changement de variable

Soit f une fonction définie sur un intervalle l et ¢ : J — I une
»(b)

bijection de classe C'. Pour tout a,b € .J, on a / f(z) de =
»(a)

b
ORI

Si F est une primitive de falors Fop est une primitive de (foyp)-¢'.
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