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Chapitre

Démonstrations
0 Théoréme 0.4 : Intégrale de Riemann
+00 1
Si a>1 alors / o dt converge.
1

+<X>1
Si a<1 alors / t—adt diverge.
1

e Preuve 04 : Intégrale de Riemann

Ona:
im [—L-—2 1" i 1
+oo g s [—a+1 ta—lL Sloas
/ L=
Lt . @ .
lim [lnt} Sl a=1
x—>—+00 1

Dans le premier cas, l'intégrale converge sia —1 > 1, soit o > 1
et tend vers o.

G Théoréme 0.2 : Théoréme de comparaison

Soient f et g deux fonctions positives et continues sur Ja, b]. Sup-
posons que f soit majorée par g au voisinage de +oo, c'est-a-
dire :

JA Vi> A f@) <g(t) .

1. Si [ g(t) dt converge alors [ f(t) dt converge.

2. Si [ f(t)dt diverge alors [ g(t)dt diverge.
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G Preuve 0.2

La convergence ne dépend pas de la borne de gauche, on peut
donc étudier [ f, tout comme g. Par la positivité de l'intégrale,
onaVe > A:

/ " pat < / “g(t)at)

Si la deuxiéme intégrale converge, la premiére converge car c'est
alors une fonction majorée et croissante et admet donc une li-
mite finie. Inversement, si la premiére diverge, la deuxiéme di-
verge comme fonction minorée par une fonction de limite infinie.

Théoréme 0.3 : Théoréme des équivalents

Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives
surJa, b]. Supposons qu’elles soient équivalentes au voisinage de
a, C'est-a-dire ;

f(®)

im —==1.
t—at g(t)

Alors l'intégrale fab f(t) dt converge si et seulement si fab g(t) dt
converge.

G Preuve 0.3

1. Les fonctions f et g sont équivalentes en +oo, donc Ve >
0,34, (1 —¢e)g(t) < f(t) < (1 +e)g.

2. Fixons € < 1. Par le théoréme de comparaison, si f:{oo f(t)
converge, f:{oo(lfs)g(t) converge, et par linéarité fr’o g(t)
converge puis par Chasles f;“’o(g).

3. De mémesi [ f(t) diverge.

Théoréme 0.4 : Approximation d'une fonction
cpm par morceaux

Soit f cpm. Ve > 0,30 en escalier sur [a, ] telle que

Va € [a,b],|f(z) — 0(x)| < ¢
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G Preuve 0.4

Pour les fonctions continues :

1. Lafonction est uniformément continue sur le segment consi-
dereé.

2. Par définition, 3§ > 0,Vz,y € [a,b], |z —y| < § — |f(z) —
fy)l <e

3. On choisit une subdivision réguliére de pas strictement in-
féerieur a 6 avec 0(a) = f(a,Va €]z;—1, 2], 0(x) = f(z:))

Pour les fonctions cpm

1. Soit v une subdivision adpatée. Vi € [1,n] C N f est prolon-
geable par continuité en une fonction continue.

2. On peut créer une fontion en escalier §; telle que |f;(z) —
01($)| <é€

3. On construit 8 avec Vo €]y;—1,v:),0(z) = 6;(x) et 8(y;) =
f(wi)

Théoréme 0.5 : Intégrale d'un fonction cpm

I~ = {f[a,b] ¢, € E~(f)} admet un sup
It ={[, ¥, € ET(f)} admet un inf

- Ces 2 bornes sont égales

G Preuve 0.5

. Les ensembles sont non-vides

2. Vo € E(f), [ ¢ < [¢ qui est un majorant de I~(f). Donc
I=(f) admet une borne supérieure et sup I~ < [ ¢

3. Cette inégalité étant vraie pour tout ), sup I~ minore It et
sup I~ <infIt

4. On fixe e > 0. On peut trouver ¢ € E—,9 € ET tels que
0<y—-—p<e

5. Par linéarité de l'intégrale et monotonie :

[o-[o=[v-v<@-a
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6. Or par définition, [ ¢ <supl~, [ <infI*t

7. Donc 0 < inf 1™ —supI~ < e(b— a)

Théoréme 0.6 : Régle du quotient de d’Alembert

Soit Y ug une série a termes strictement positifs telle que (%)
k
converge vers |

1. Sil < 1, la série converge.
2. Sil> 1, la série diverge.

3. Sil =1, on ne peut conclure.

G Preuve 0.6

Rappelons tout d'abord que la série géométrique Y ¢* converge
si'|q| < 1, diverge sinon.

- Dans le premier cas du théoréme, soit un réel g tel que
l<g<10Ona “Z—:l < ¢ a partir d'un certain rang N, et
donc ugy1 < ugg. Par récurrence, on obtient que

up < up—-ny@" N =ung V" =g

, aVec ¢ constant.
Comme 0 < ¢ < 1, alors la série Y ¢* converge, et, par le
théoréme de comparaison : la série Y uy converge.

Uk+1
ug

- Si > 1, la suite (Jug|) est croissante : elle ne peut
donc pas tendre vers 0 et la série diverge.

Théoreme 0.7 : Critére de Leibniz

Supposons que (ug)k>o SOit une suite qui verifie :

1. ug > 0 pour tout k£ > 0,
2. la suite (ug) est une suite décroissante,

3. et lim wg =0.
k—+oco
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—+00
Alors la série alternée Z(—l)kuk converge.
k=0

De plus, Soit S la somme de cette série et soit (S,,) la suite des

sommes partielles.

1. La somme S verifie les encadrements :

§1<8 < <81 < 8K <8 <4 <54 < 5.

—+oo
2. Enplus,siR, =8-S, = Z (—1)*uy, est le reste d'ordre
k=n-+1
n, alors on a
|Rn| S Up+41-

G Preuve 0.7

Nous allons nous ramener a deux suites adjacentes.

- La suite (S2,+1) est croissante car Sa, 1 — Sap—1 = Uap —
Upy1 2> 0.

- La suite (S2,) est décroissante car Sa, — Sop—o = ug, —
Ugp—1 < 0.

- Enfin Sy,41 — Sa,, tend vers 0 car Sap41 — Sop = —ugpt1 — 0
(lorsque n — +00).

En conséquence (San41) et (S2n) convergent vers la méme limite
S. Donc (S,,) converge vers S.

De plus, comme les suites Sa,41 et So, sont adjacentes, Sopi1 <
S < Ss, pour tout n.
Enfin on a aussi
02> Rop =8 — San > Sont1 — Son = —Ugnt1
pour n pair et, pour n impair

0 < Ropng1 =85 — Sony1 < Songo — Sont1 = Uznia.

Ainsi, quelle que soit la parité de n, on a |R,| = |S — Sp| < tnt1.
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