MATHEMATIQUES & Développements limités,

Chapitre

Développements limités

Défintion et premieres proprie-
tes
0 Définition 1.1 : Développement limité en O

Soit I un intervalle ouvert de R tel que 0 € I. Soit f : T — R. On
dit que f ademet un développement limité en 0 a l'ordre m si il
existe un poélynome P € R,,[X] et une fonctione : I — R telle
quee — Otel que Vz € I, f(x) = P(z) + 2™e(x).

On appelle le pélynome la partie réguliére du développement et le
o(...) est le reste. Les coefficients du polynome sont appelés les coef-
ficient du développement limité.

G Définition 1.2 : En o # 0

Soit f: I —{xo} — R,t — g(t +x0) Alors g admet un DL a l'ordre
men zg <= fadmetun DL a l'ordfe m en o.

On peut donc faire un changement de variable ¢t + 2o = .

G Lemme 11

Si f admet un DL a l'ordre m en o, alors il admet un DL a l'odre
ken oVk € {0,...,m} qui s'obtient en troquant le DL initial a
partir du coeffcient k
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MATHEMATIQUES & Développements limités, Défintion et premieres propriétés

G Preuve 11

Sik =m, cestbon. Sik < m. f(z) = ag + a1z + -+ + axz® +
ap1z* - dapr™+o(z™) = agtarz+- - -+ arzt +2F (app 12+
et amxmfk + o(xmfk))

Théoréeme 14 : Unicité du DL

Les coeffcicients du DL d'une fonction sont unique.

a Preuve 1.2 : Par récurrence sur m

Initialisation : Soit f telle que f(z) = ao + &(z) = bo + n(z) En
z = 0, on obtient ag = by.

Hérédité : Supposons qu'il existe m tel que H,, vraie.

Soit f(z) = ap+arz+- - -+anpxr™+o(x™) =bo+biz+- - -+ bpz™+
o(z™). Par le méme précédent f(z) = ag + a1m1 + -+ + @™ =
by + b1y + ... bpax™o(x)

Donc par H,, c'est égal. Donc en particulier @, 12™ ! = b, 2™t

Pour z # 0, 0N @ amt1 + o(z) = big1 + o(z). En prenant la limite
quand z — maisz # 0

Donc Hy 4.

Lemme 1.2

f admet un DL limité en 0 a l'ordre 0 <= f est continue en o.
Dans ce cas, ap = f(0)

G Preuve 1.3

Ona f(z) = ap+e(x) avece — 0 Donc en 0, ag = ag+¢ = f(0) et
Ve € I, |f—x)— f(0)| = |f(x) —ao| = || — 0. Donc f est continue
en o.

Soitz € I, f(z) = f(0) + f(z) — f(0) = f(0) + e(z). Comme f
est continue en 0, e(z) = +f(z) — f(0) — 0. Par unicité du DL,
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MATHEMATIQUES & Développements limités, Défintion et premieres propriétés

ap = f(0).

G Lemme 1.3

fadmet un DL a l'ordre 1en 0 <= f est dérivable en 0. Dans
ce cas, a; = f/(0).

G Preuve 1.4

OnaVz €I, f(x) = ap + a1z + o(z) = f(0) + a1z + o(z). Donc
Vo # 0 f(l‘) f(o) — (1) £(0) — a1w-20(z) =q +0(1) — aj. Donc
f est derlvable en o et f’( )= lir% =a.

T—

f@) = f0) +zf'(0) + (f(z) — f(0) — =f'(0)). Posons e =
WW # 0et0enz =0 0nabien f(z) = f(0) +
zf'(0) + o(x). Il faut montrer que e — 0. On sait par hypothéese
que f est dérivable en 0. On a donc Je| = |M f(0)]—0

Exemples

- sin(z) =0+ 1z + o(x) = = + o(x)
- cos(z) =1+ o(x)
ce?=14z+o(x)

G Proposition 1.1 : DL et “primitivation”

Soit f : I — R. On suppose qu’elle admet une primitive F. Si f
admetunDLenoalordrep: f(z) = ap +ar1z+- - - +apaP + o(aP),
alors F admet un DL alordrep+1:F(z) = F(0) + apz + alg—z +

3
3 “tap (merl)

CLQ p+1

G Proposition 1.2

Soit f : I — R, dérivable sur |, tel que Ip € N, f'(x) = o(zP). Alors
f(@) = f(0) + o(zP*1) = f(0) + (zP)e2()
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MATHEMATIQUES & Développements limités, Notation de Landeau

G Preuve 1.5

Par le TAF, on a Va # 0,3c, €] — |z|,|z|[ tel que f(x) — f(0) =
f'(ce)(z—0) = f’(gz)- Donc f(z) = f(0)+zf'(z) = f(0)+zcke(cs).
Posons e5(x) %ﬂ“) siz#0o0uosiz=0 0na parconstruc-

tion, f(z) = f(_O) + xPey(x).

Montrons maintenantque ea(x) — 0:0na |ez(x)—0] = '”:;ﬂ <

|:D
||| (=

FiG ) = |e(c)| = O care, — 0quand z — 0(car ¢, €]—|z|, |z|[).

G Preuve 1.6 : De la proposition 1

LPt1

Posons G :z € I — F(z) —ao — a12?/2 — - —a,25.0na G
dérivablesur I etVz € I,,G'(z) = f(z)—ap—a1z—apaP = zPe(z)
par hypothése. Par la proposition précédente, G(z) = G(0) +
xPTley(2). Fini par la défintion de G.

Notation de Landeau

Définition 2.4

Soit I intervalle de R.

On dit que f est negligeable devant g en xg, NOté f = 04—4,(9)
si il existe n > 0 ete :Jzg — 1,20 + n[— R telle que e — x et
Va €]z — 0,20 + 1, f(z) = g(x)e

On dit que f est dominée par g en xg, noté f = O(g)z—z, Si il
existe n > 0 ete :Jzg — n,zo + n[— R telle que |g] < C et Vz €
]xO —1,%o + 77[, f(IL') = g(.’[)€

On dit que f est dominée par g en xg, Noté f ~, ., g Si il existe
n > 0ete:Jzg—n,z0+n[— Rtelle que e — 0 et Ve €]zg —n, zo +

nl, f(z) = 9(z)(1 +¢)

o Remarque

Sie = 0, zPe(z) = o(aP).

De plus, fadmet un DL a lordre pen 0 < f(z) = ap + a17 +
< apx? + 0g0(2P).
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MATHEMATIQUES & Développements limités, Fonctions p fois deérivables

Enfin, f(z) =0(1) < f —0.
f=z+o(x) — [~z
Ym,p € Nym < p,o(a™) = O(z™),o0(zP) = o(x™).

o(zP)o(x™) = o(z™TP).

o(z™)+o(x™) = o(x™) mais on a aussi o(z™) —o(z™) = o(z™) #

Fonctions p fois dérivables

Dans cette partie, on note l un intervalle ouvert nonvide de R.

0 Définition 34

pour p € N, la dérivée pe¢ de f : I — R, notée f®) est définie
récursivement : f(© = f et si f»=1 est dérivable sur I, alors

f@) = (fe=Dy.

On dit que f est p fois dérivable si f® est définie. Comme la dériva-
bilité implique la continuité, et f®) déifinie, les dérivées précédentes
sont continues sur tout l'intervalle.

Définition 3.2 : Fonction p fois dérivables en un
point
On dit que fest p fois dérivabilité en o € I si3I; intervalle ouvert

tel que zg € 1 € I tel que f est p-1 fois dérivable sur I; et f(»—1
est dérivable en zg.

G Définition 3.3 : Classe

On dit que f est de classe CP sur | si f est p fois dérivable sur | et
la dérivée péme est continue.

On dit que fest de classe C* si f € CPVp € N.
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MATHEMATIQUES & Développements limités, Fonctions p fois dérivables

G Proposition 3.1

Soit f et g p fois dérivables sur I. Alors f + g p fois dérivables sur
Tet(f+g)® = f® 1 ¢

a Preuve 3.1 : Par récurrence sur p

Initialisation : pourp=0,0na (f+¢) O =(f+g9)=f+g

Hérédité : Supposons qu’elles sont p fois dérivables. On a (f+g)®
et dérivons les. On a f®)" 4 g(®)" = f+1) 4 g(p+1),

Cela fonctionne aussi pour f et g p fois dérivables en un point et de
classe CP.

G Proposition 3.2

Af est p fois dérivables et Af®) = (\f)®),

G Proposition 3.3

fg est p fois dérivable sur | et (fg)®) =30 _ Cm f(m)glp—m)
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MATHEMATIQUES & Développements limités, Fonctions p fois deérivables

G Preuve 3.2 : Par récurrence sur p
Ini: OK pourp =0

Hérédité : Supposons H,, vraie pour un entier p. On prend f et g
p+1fois dérivables sur I. Alors f et g sont une fois dérivable. Donc
fgestune fois dérivable et (fg)' = fg'+ f'g. Donc par hypothéese
(fg) est p fois dérivable = fg est p+1 fois dérivable.

De plus, fg®*1) = ((9/))® = (f'g+ fg')® = (') + (Fg)?,
soit par hypothése

p
C;n(f/)(m)g(p—m) + Z C;nf(m)(g/)(p—m)
0 m=0

P
ng(f)(mﬂ)g(pfm) + Z C;nf(m) (g)P—m+1)
0 m=0
p—1
= (jgf(pﬂ)g(O) + Z ngf(mﬂ)g(pfm)

m=0

[
M’E

3
Il

[
M’ﬁ

3
i

P
+ C’Sf(o)g(p“) + Z C;nf(m)g(pfmﬂ)

m=1

P
— Cgf(p+1)g(0) + Z C;n—lf(m)g(p—(m—l))

m=1

P
+ C’Sf(o)g(p“) + Z C;ﬂf(fﬂ)g(p—m-s-l)

m=1

P
=(Cp=1f" Vg0 + 3 (I + () 5

m=1
+ (CS — 1)f(0)g(p+1)
p+1
— Z (C;erl)f(m)g((pﬂ)—m)
m=0

Proposition 3.4
Soient I, J 2 intervalles ouverts nonvidesdeR. f: I —+ J C Ret

g:J — R.Sifestn fois dérivable sur | et g est n fois déruvable
surj,alors go f: I — R est n fois dérivable sur .

a Preuve 3.3 : Par récurrence
Ini : pour n=0, OK

Soient f n+1 fois dérivable sur |, et g n+1 fois dérivable sur J. On
a f et g dérivables sur | et J, donc g o f est dérivable sur | et

On appligue 'hypothése aux deux
termes de la somme

On fait passer f' en f en rajoutant unn
degré de dévrivation. On fait la méme
chose pour g

On change l'indice supérieur de la
premiére somme. Elle ne va main-
tenant plus que jusqu’a p-1. Pour
compenser on ajoute le terme en p
pour maintenir l'égalité. De la méme
facon, on ajoute 1a l'indice de départ
de la deuxiéme somme. Pour main-
tenir I'égalité, on ajoute le premier
terme de la somme

On effectue un changement d'indice
pour transformer la somme.

On peut maintenant fusionner les 2
sommes car elles s'expriment avec
les mmes indices.

On remarque qu’en additionnant les
termes qui restent, on obtient une
somme allant de 0 a p+1, ce qui est
recherché dans notre hérédité
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MATHEMATIQUES & Développements limités, Formules de Taylor

(gof) =(g" o )f"

f est n+1 fois dérivable, donc f’ est n fois dérivable.

g est n+1 fois dérivbale donc g est n fois dérivable.

Par 'hypothése de récurrence g o f est n fois dérivable, donc le
produit (¢’ o f)f" est n fois dérivable, donc g o f est n+1 fois déri-

vable.

Pour la formule, on utilise la formule de Fadi Bruno.

Proposition 3.5

Si g : I — R est n fois dérivable sur | et ne s'annule pas sur |,

alors la fonction f:z € I — ﬁ est n fois dérivable aussi.

Proposition 3.6 :

Soit f : I — R n # 0 fois dérivable telle que f' ne s'annule pas
sur I. Alors f est une bijection de | dans f(I) = J € R. On a
alors 'application réciproque f~! est n fois dérivable. On a aussi
freg—1I

a Preuve 3.4
1 -1
) Onaf

Par récurrence ou direct: f~!" = Y — foiit,l En

effet, f/(f~1(2))(f })(@) =1 < [~ = 5= On peut aussi

s'en servir pour retrouver la dérivée de arcsin

Formules de Taylor

Théoréme 4.1 : Théoréme de Taylor-Young

Si f est (n > 1) fois dérivable en o, alors f(z) = f(0) + zf'(0) +
ZF1(0) + -+ + S F(0) + o(a™)

G Preuve 41
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MATHEMATIQUES & Développements limités, Formules de Taylor

Par récurrence :
Ini : Pour n=0,1: OK.
Soit f n+1 fois dérivable en o.

Alors f' est n fois dérivable en 0, donc par hypothese f'(z) =
1 O)+xf"(0)+ -+ 2 f(":)m) + o(z™). Par la proprieté de 'pri-
mitivation’ des DL, on obtient f(z) = f(0) + zf"(0) + ’”—;f”(o) -+

mn+1

4 G fY0) + o2t

Théoreme 4.2 : Théoréme de taylor-Lagranges

Sifest (n > 1) fois dérivable sur |, alors

Vz € I,3c, € [min(0, ), max(0, )] tel que f(x) = f(0) +zf'(0) +
S0+ + B P (0) 2 £ (ca)

Remarques

Quand n=1, on obtient le TAF

Siz #0,c, € l'intervalle ouvert.

Proposition 41

Soit | un intervalle ouvert non vode de R, f : I — R, p+1 fois déri-
vable. On suppose qu'il existe (a,b) € I x I tels que f(a) = f(b)
et0 = f'(a) = f"(a) = f®(a). Alors 3c €] min(a, b), max(a, b)[ tel
que f+N(c) = 0.

G Preuve 4.2

Preuve dans les notes de cours

G Preuve 4.3 : de Taylor-Lagranges

Siz=0,0onprend ¢, =0.
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A partir de maintenant, on fixe z € I,z # 0 Pour k € R, on pose
" 1

Gr:t €l = f(t) = f(0) —tf/(0) — -+ — F=gy fO71(0) - §K.
On choisi Ktel que G(z) =0

On a G, est p fois dérivable sur I. On a aussi Gx(0) = gi(z) = 0.
De plus, par constcrution G4.(0) = G¥(0) = G~ (0) = 0

Par Rolle généralisé, ¢, €] min(0,z), max(0,c)[ tel que GEQ”) =
0=f" K= K=f"(c).

Théoréme 4.3 : Formule de Taylor-Laplace (avec
reste intégrale)

Si fI — R tel que f tes de classe CP(I), alors Vo € I, f(z) =
FO) +2f(0) + -+ = [PV (0)+

PO Gk
/0 F7) (p—1)! d

G Preuve 4.4 : Par récurrence

Ini pour p =1. f; f®)(s) (I(g)s!)ods = f(z) — £(0)

Hérédite : On suppose qu'il existe un p tel que 'hypothése est
vraie. L'application s € I :— fP+(s) (m(’pf!)p est continue donc
intégrable sur [0,x]. On peut donc écrire

/f<p+1> xs)p)lds

On fait une intégration par parties : On pose u/(s) = f®+1(s) —
u= f@(s)etv = ("”;)7!'5)? — v'(s) = —ﬁ(m — s)P~L En inté-
grant, on obtient

u(z)v(z)—u )= [ (s)v' (s)ds = — f@POF =I5 f) (s )y (2~
s)Ptlds. Par lhypothese de récurrence = —f®(0 )fj + f( ) —
F(0) +zf'(0) — - — (iil)lf(p‘l)(o). Donc H,,.
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DL de fonctions usuelles

et = ldzt+ o+ —S—F—Fo(x)
z? (=Dra®n 2n+1
. z® (1)t 2n+2
sine = I7§+.H+W (x )
h 1+.132 4 + xQn _‘_0(1,211—0—1)
coshz = — 4+
2! (2n)!
) 1'3 m2n-‘,—1 42
Slnhx = $+§++m+0(fﬂ )
1
= 14+z422+- 42"+ o0(z")
1—2
1
Tz = l—z+2? 4+ (=1)"z" + o(z")
2 —1 n+1
In(14+2z) = x—%—k---—kix"—ko(x")
ala—1 ala—1)- - (a—n+1
1+2)* = 1+ax+7( 5 )1:2+~~+ ( ) n'( )CE"JrO(CE")
3 4
tan(z) = 117+§+0({ZZ)
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