MATHEMATIQUES & R-Espaces vectoriels,

Chapitre

R- Espaces vectoriels

0 Deéfinition 0.1 : R-Espace vectoriels

Soit E un ensemble muni de 2 lois (opérations) :

- Une loi de composition interne, appelée addition, notée +,
Ex E — E, (u,v) = u+v.

- Une loi de composition externe, appelée multiplication par
unréel,noté . Rx E— E,(\,u) > A-u

Eestun R evsi

1. Y(u,v) € E x E,u+v = v+ u (commutativité)
2. Y(u,v,w) € ExExE, (u+v)+w = u+(v+w) (Associativité)

3. Il existe un élément de E appelé élément neutre, noté O
tel que Vu € E,u+ 0g = w.

4 u € Eadmetun opposé (appelé parfois symétrique), v’ € E
telque u+u =0g

5 Vue E,\1-u=u

6. VOIA, 7 ) eRXRVYue E,X-(v-u)=(A-7)-u

7. VAeRY(u,v) e EXE XN (utv)=X-u+ Ao
8. VN7 eRXxRVYue E,(A+7v) - u=A-ut+vy-u

Remarque

- Un espace vectoriel est nécessairement non vide
- R est appelé corps des scalaires.

- Les éléments de E sont appelés vecteurs de E
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Exemples :

- p> LR ={(z1,...,2p),z € R} munidexy...zp +(y1...,yp) =
(14 Y2, ... xp+yp) €L A (21,...,2p) = (Ax1, Ax2, ... Axp) €St UN

rev.

- C? ={(z1,...,2p),2p € C}
- RIX]

. RN

S {f: IR}

Proposition 0.1: Unicité de I'élément neutre et du
symeétrique

E admet un unique élément neutre appelé vecteur nul et Vu € E,
u admet un unique oppose.

G Proposition 0.2

SoitEunrevyu e EEA€ER 0xu=0g\ O =0g,—1-u=
lopposéde u, A-u=0 < \=00Uu=Op.

On note -u l'opposé de u. On note v-u = v+(-u).

Sous-espace vectoriel

E est un R-ev.
G Définition 0.2
F C F est un sous espace vectoriel de E si

1. F#o
2. V(u,v) e FX FEVO\ pu) ERXR AN -u+p-veF

G Proposition 0.3

Festun sev <—

1. Op e F
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2. Y(u,b) e Fx FFu+v € F
3. Vu e EYAeER AN-ueF

m Proposition 0.4

Soit ' C E un sey, F est Rev.

° En pratique

Poir montrer que ce n’est pas un sev, on prend un objet de l'es-
pace et on montre que cela ne vérifie pas les propriétés. Il faut
exhiber l'objet pour lequel cela ne fonctionne pas. Pour mon-
trer que c'est un espace vectoriel, on montretra que c'est un
sous-espace vectoriel d'un autre espace.

Remarque

ensemble ne contenant que le vecteur nul d’'un ev est aussi un
ev mais l'ensemble vide n’est pas un sev. E est un sev de E.

m Proposition 0.5

Soient F et G 2 sev de E. Alors F'N G est aussi un sev de E

Soit e un ensemble de sev de E. Alors VF € e, F est un sev de E.
Alors (| F est un sev de E.

G Proposition 0.6 : Corollaire

- Soit A C E.Posonse, = {FsevdeE, A C F}.Alorse, # @ et
Fa4 =) F est le plus petit espace vectoriel de E contenant
A

- AestunsevdeE <— F,=A
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Remarque

FsevdeEetGsevdeEn implique pas FUG sev de E

m Proposition 0.7

Soit 2 sev de E. Alors la somme des 2 est aussi un sev de E.

G Définition 0.3

Soient F et G2 sev de E. On dit que F et G sont en somme directe,
note Fe Gsi FNG={0g}

0 Proposition 0.8

Soient F et G 2 sev de E. Alors les 3 assertions suivantes sont
équivalentes

- F,G sont en somme directe
. upeF,uGthelqueUp+U =0 =Up+Ug=0g

cVu e F+G,MNup,ug) € F X Gu=upr+ ug

m Définition 0.4 : Espace supplémentaire dans E

Soient F et G 2 sev de E. On dit que F et G sont supplémentaires
dansEsi FNG={0g} et F+G=F

e Proposition 0.9

F et G sont supplémentaires ssi Yu € E,3(uyf,uy) € F x G tel
que u =up + ug
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