MATHEMATIQUES & Matrices,

Chapitre

Matrices

Définition
0 Définition 1.1 : Matrices

Soit A une matrice. Le coefficient situé en ligne i et colonne j de
A est note A;;.

On note M,,,(R) 'ensemble des matrices a p lignes et g colonnes
a coefficients réels

2 1 4 6
Exemple:I, =3 1 2 4| asx=0,a14=06,a00=1
-1 0 2 0

Structure d’espaces vectoriels

G Proposition 2.1 : Strcuture d’'EV des matrices

Munie de ces opérations, M,,(R) est un R-espace vectoriel de
dimension finie p x ¢

0 Définition 2.1 : Transposée

Soit A une matrice. On appelle transposée de A, notée AT, At t 4, Ty
la matrice de g lignes et p colonnes. On a Ag; = Aj;. Lapplication
de transposition est une application linéaire.
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MATHEMATIQUES & Matrices, Produit matriciel

Définition 2.2 : Matrices symeétriques /anti-
symetriques

Si A est une matrice carrée :
- A est symétrique si AT = A. On note S 'ensemble des ma-
trices symétriques

- Aestanti-symétrique si AT = —A On note AS cet ensemble

S et AS sont des SEV de M¢(R) et M =S @ AS

Décomposition

On a

A=05A+AT)4+0.5(4 - AT)

G Définition 2.3 : Trace

Soit une matrice carrée. La trace est la somme des éléments dia-
gonaux. Cette application est une forme linéaire

Produit matriciel
Définition

G Définition 3.4 : Produit de 2 matrices

Prenons 2 matrices de tailles quelconques. On appelle produit
des matrices A,, et By, la matrice C définie par

q
Ci; = Z A By
=1

Le nombre de colonnes de la premiere doit valoir le nombre de ligne
de la seconde. Le résultat sera une matrice avec le méme nombre de
ligne que la premiére et le méme nombre de colonnes de la deuxiéme.
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MATHEMATIQUES & Matrices, Définition

’B :p lignes ¢ colonnes

/,,»bjrf>‘IIIID ce blq

1 C12 Clq

C21 C29 N C2q

an1 an2 [P Anp Cnl Cn2 ‘e Cngq
’A :n lignes p colonnes ‘ ’O = A x B :nlignes g colonnes

Proposition 3.1 : Développement et ordre de mul-
tiplication

SO Ao s Ol
Alors (AB)C = A(BC). LU'ordre n'a pas d'importance.

De plus, A(B+C) = AB+ AC.

0 Proposition 3.2 : Commutativité / intégrité

Il n"est ni commutatif ni intégre : On a pas AB = BA méme quand
les 2 produits sont définis.

Si AB =0, cela n"implique pas A est nul ou B est nul.

AB = AC n"implique pas que B = C.
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MATHEMATIQUES & Matrices, Produit de matrices carrée

0 Proposition 3.3 : transposition / trace
(AB)T = BT AT

tr(AB) = tr(BA)

Produit de matrices carrée

0 Définition 3.2 : Polynomes de matrice

On prend une matrice carrée et un polynéme. Le polynome de la
matrice est toujours une matrice carrée.

G Définition 3.3 : Matrice nilpotente

Une matrice carrée est dite nilpotente si 3k € N, tel que A* =0

G Définition 3.4 : Matrices commutantes

Pour ces matrices la, on peut appliquer la formule du binome de
Newton.

Soit 2 matrices carrées. On dit que A et Bcommutent si AB = BA.
OnaalorsvVm e N, (A+ B)™ = Ck AkBm—F,

Lien entre produit matriciel et sys-
temes lineaires

Soit S4 le systéme linéaire de p équations a g inconnues. Il est de la
forme aj12; +a1222+a13T4+: - +014Tg = Y1,- .- Ap1T1++ -+ ApgTq = Yp-

n T
a1 ... Qiq
ap1 ... Gpq

OnposeY =|...|,X=

Yp Lq

Il faut trouver X tel que AX =Y
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MATHEMATIQUES & Matrices, Matrice inversible

G Définition 3.5 : Application de matrice

Pour A, on pose f, : X € Mg(R) - AXM(R) qui est une appli-
cation linéaire

Proposition 3.4 : Propriétés des applications de
matrice

- Le systéme S4 admet au moins une solution <= f, est
surjective.

- Si la fonction est injective, le systéme admet au plus une
solution.

- Si la fonction est bijective, le systéme admet exactement
une soltion.

- si ¢ > p (plus d'inconnues que d'équation), f n'est pas in-
jective et si le systeme admet une solution, il en admet une
infinité.

- Si g < p (plus d’équations qu d’inconnues), f n'est pas sur-
jective et il existe des vy tels que le systéme n’" a pas de so-
lution.

Matrice inversible

0 Définition 3.6 : Matrice inversible

Soit A carrée. dit que A est inversible si 3B de meme taille telle
que AB = BA = I, Dans ce cas, B est unique, et notée A1,

On appelle le groupe linéaire, note GL,(R) 'ensemble des matrices
inversibles de taille p. Ce n’est pas un sev.

Proposition 3.5 : Inversibilité et application de
matrice

Soit A carrée. Les 3 propositions suivantes sont équivalentes

- A € GL,(R) (A estinversible)
- fa: X eM,— AX € M,; est bijective
- 3B € M, AB =1,
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MATHEMATIQUES & Matrices, Algorithme pour calculer un inverse

G Proposition 3.6 : Transposition et inversibilité

Soit A une matrice inversible.

Alors AT est inversible et (AT)~1 = (A~1)T

Proposition 3.7 : Commutativité si A inversible et
B et C carrées

Soit A inversible et B et C carrées

AB=AC=B=C

Proposition 3.8 : Consition nécessaire d'Inversibi-
lite

Si A a une colonne/ligne remplie de 0, elle n'est pas inversible

Proposition 3.9 : Critére d’inversibilité pour ma-
trice 22

b d
Soit A = “ et B = [ ] . Alors A est inversible ssi ad —
c d —c

a
bc#0etalors A== —1_B

~ ad—bc

G Théoreme 34 : Inversibilité et base

A est inversible ssi Cy,Cy...C, est une base de M, ou ssi
Li,Ly...L, est une base de M, , avec C les matrices colonnes
et L les matrices lignes

Si une colonne s'écrit en focntion des autres, cela ne peut pas etre
inversible.

Algorithme pour calculer un inverse

Rang d'une matrice
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MATHEMATIQUES & Matrices, Rang d’une matrice

e Définition 3.7 : Rang
Soit A€ My g, fa: X € My (R) = AX € M, (R)

On appelle rang de la matrice A Uentier noté rg(A) définit par
rg(A) =rg(fa)

e Proposition 3.0 : Calcul du rang

rg(A) = dim(Vect(Ch, Cs, . ..,Cs)) = rg(AT) = dim(Vect(L1, L, . .., Ly)).

G Proposition 3.1 : Inversibilité et rang

Soit A une matrice carrée. Elle est invsersible <= rg(A4) =p
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MATHEMATIQUES & Matrices d’applications linéaires,

Chapitre

Matrices d’applications linéaires

Dans tous ce chapitre, E et F sont deux EV de dimension finie, avec
dim(E) = p,dim(F) =n

Matrices d’application linéaire
(MAL)

0 Définition 14

feL(E,F)
- B={ei,es,...,e,} Une base de E
- B, ={v1,...,v,} une base de F

- On note ¢; les applications coordonnées sans la base B,
(ile:Vu € Fyu=ci(u)vy + -+ cp(u)vy,)

On appelle matrice de l'application linéaire f dans les bases B, B,
notéee Mg p,(f) la matrice de M,,,(R) définie par Mg g, (f)i; =
Cl(f(ej))7vz € {1, ey n})] € {17 O ,p}

G Proposition 1.1

Soit Bune basedeE, B, unebasedeF et F € L(FE, F).La connais-
sance de Mg g, (f) est eéquivalent a connaitre f.

Opeérations

0 Proposition 2.1 : Linéarité des MAL

8/11



MATHEMATIQUES & Matrices d'applications linéaires, Matrices d’endomorphisme

Soient f et g deux éléments de L(E, F), B est une base de E, B,
est une basede F, A € R.

* Mg, (f +9)=Mp,p,(f) + Ms,8B,(9)
© Mg g, (A\f) =AMpg. g, (f)

G Proposition 2.2 : MAL composées

Soient f € L(E, F),g € L(F,G), B une base de E, B, une base
de F, By une base G

Alors go f € L(E,G) et Mp p,(g° f) = Mg, B,(9)MB,B,(f)

Matrices d’endomorphisme

f € L(E),B,B,2bases de E. Alors Mg g, € M,,(R)

Notation : Mg(f) = Mp 5(f)

G Proposition 2.3 : Mise a la puissance de MAL

feL(E),qeN, f1=fofof..

Mp(f) = Mp(f)*

Matrices d'un isomorphisme

On suppose que dim(E) = dim(F).

Proposition 2.4 : Propriétés des MAL pour les iso-
morphismes

fe€L(E,F),Mpp,(f) € M,R).
festunisomorphisme < Mg g, (f) estinversible
Si f est un isomorphisme, Mg, g(f~') = Mg g, (f)"

Soit f € L(E),B. f est bijective <= Mp(f) est inversible et
Mp(f~") = Mg(f)™"
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MATHEMATIQUES & Matrices d'applications linéaires, Image d’un vecteur : changement de base

Image d’'un vecteur : changement de
base

Soit B = (ex,...,€p),c; 'application coordonnées. B, = (v1,...,v,) et
ca,; les applications coordonnées

m Proposition 2.5

c1(u) ca,1(f(w))
On pose, pouru € E X = e2(u) Y = ca(f (1)) . AlorsY =
cp(u) cap(f (1))

Mg g, (f)X

0 Définition 2.1 : Matrices de changement de base

Soit B et B, 2 bases de E. On appelle matrice de passage de la
base B a la base B, la matrice Mg, 5(I4)

G Proposition 2.6

Posons B = (v1,...,up),c; les applications coordonnées dans la
base B. Notons Mp, g(Id.) = (c1,...,¢p). Alors (cx)i = ¢;(vg)

G Proposition 2.7

Mp, p(Idg)esttoujoursinversible et Mp, p(IuE)™! = Mp p, (Idg)

G Proposition 2.8

Soient B et By, ¢,; les applications coordonnees dans la base B.
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MATHEMATIQUES & Matrices d'applications linéaires, Image d’un vecteur : changement de base

Soitu € E, X = , X = 2 Alors X = Mp 5(Idg)X

Proposition 2.9 : Formules de changement de
base

Soient By, By, By, Bo, f € L(E, F). Alors

MBQ,B_Q (f) = MB_l,B_zMBl,B_l (f)MB2yBl (IdE)

G Proposition 2.10

By,By 2 bases de E, P = MBhBZ(IdE).Alors Mp, = ID]\4BIP)_1
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