
MATHÉMATIQUES & Déterminant,

Chapitre 8
Déterminant

8.1Application p-linéaires
pi Définition 1.1 : Application p-linéaire

Soient E et F deux R-EV et L : Ep → F . On dit que L est p-liénaire
si elle est linéaire en chacune de ses variable, i.e. ∀(u1, . . . , up−1 ∈
Ep−1), ∀I ∈ {1, . . . , p}, LI : v ∈ E → L(u1, . . . , uI−1, v, . . . uI , . . . , up−1).

Exemple : Toute application linéaire de E dans F est 1-linéaire

Dans R3, el produit scalaire : L : (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) ∈ R3 × R3 →
x1y1 + x2y2 + x3y3 est 2 linéaire.

En effet, fixons (y1, y2, y3) ∈ R3. Soit (x1, x2, x3) ∈ R3, (x4, x5, x6) ∈ R3,
λ ∈ R

L(λ(x1, x2, x3) + (x4, x5, x6), (y1, y2, y3)) = L((λx1 + x4, λx2 + x5, λx3 +
x6), (y1, y2, y3)) = λ(x1y1+x2y2+x3y3)+(x4y1+x5y2+x6y3) = λL()+
L()

Il faut montrer la linéairité avec l’autre variable pour que la preuve soit
complète.

pi Proposition 1.1 : Application p-linéaire d’un vec-
teur nul

Soit une application p-linéaire

si on met en position i le vecteur nul, le résultat est le vecteur
nul de l’espace d’arrivé.

pi Définition 1.2 : Forme p-linéaire
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L est une forme p-linéaire si l’espace d’arrivé est l’espace des
réels.

pi Définition 1.3 : Forme p-linéaire alternée (FPA)

Soit L une forme p-linéaire. L est alternée si ∀(u1, . . . , up) ∈ Ep,
si ∃(i ̸= j) tel que ui = uj , alors L(u1, . . . , up) = 0

pi Proposition 1.2 : Caractérisation d’une forme p-
linéaire alternée

SoitL : Ep → R une forme p-linéaire alternée. Soit ∀(u1, . . . , up) ∈
Ep ∀(i, j) ∈ {1, . . . , p}. AlorsL(u1, . . . , ui, . . . , uj , . . . , up) = −L(u1, . . . , uj , . . . , ui, . . . , up)

pi Proposition 1.3 : Famille liée dans une FPA

Soit E un ev et L une forme p-linéaire alternée sur E. ∀(u1, . . . , up)
famille liée de E, alors L(u1, . . . , up) = 0

8.2Déterminant d’une famille de
vecteurs

8.2.1En dimension 2
Soit E un REV de dimension 2, B = {e1, e2}.

pi Proposition 2.1 : Forme linéaire en dimension 2

Soit L une forme 2-linéaire alternée. Alors ∀u = a1 + be2, ∀v =
αe1 + βe2, L(u, v) = (aβ − αb)L(e1, e2). Ainsi, la connaissance de
L(e1, e2) équivaut à connaitre L

pi Définition 2.1 : Déterminant en dimension 2

Posons LB : (u, v) → aβ − αb. C’est l’unique forme 2-linéaire
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alternée vériffiant L(e1, e2) = 1. On l’appelle le Déterminant en
base B, noté detB .

pi Proposition 2.2 : Forme linéaire (d2) et détermi-
nant

Soit L une forme 2-linéaire alternée, alorsL(u, v) = detb(u, v)L(e1, e2)

pi Proposition 2.3 : Déterminant et base

Soit (u,v) une famille de E. (u,v) est une base de E ⇐⇒ son
Déterminant dans la base B est ̸= 0

pi Proposition 2.4 : Multiplication de det de 2 bases

Soit B et C 2 bases de E. detB(b1, b2)detC(e1, e2) = 1

8.2.2En dimension 3
E un ev de dimension 3, B = b1, b2, b3 une base de E.

pi Proposition 2.5

Soit L une forme 3-linéaire alternée et u2, u2, u3 ∈ E tel que ∀i ∈
{1.2.3}, ui =

∑3
k=1 αkibk . On a

L(u1, u2, u3) = (α11α22α33+α21α32α13+α23α31α12−α12α21α33−
α13α22α31 − α11α23α32)

pi Définition 2.2

On note L(u1, u2, u3) = (α11α22α33 + α21α32α13 + α23α31α12 −
α12α21α33 − α13α22α31 − α11α23α32) le déterminant est base B.

pi Proposition 2.6

∀L formes 3-linéaires alternées,L(u, v, w) = L(b1, b2, b3)detB(u, v, w)
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et detB est l’unique fome 3-linéaire alternée vérifiant detB(b1, b2, b3) =
1

pi Proposition 2.7

Soit (u, v, w) une famille de E. C’est une base de E ⇐⇒ detB(u, v, w) ̸=
0.

SoitC = (c1, c2, c3) une base de E. 1 = detB(c1, c2, c3) detC(b1, b2, b3)

8.2.3Dimension quelconque
E est un ev de dimension p, B une base de E

pi Théorème 2.1 : admis

Il existe une unique forme p-linéaire alternée, notée detB est ap-
pelée déterminant en Base B, vérifiant :

detB(b1, . . . , bp) = 1

∀L forme p-linéaire alternée, ∀ famille de vecteurs de E,L(u1, . . . , up) =
detB(u1, . . . , up)L(b1, . . . , bp).

pi Proposition 2.8

Soit une famille (u1, u2, . . . , up) de vecteurs de E. C’est une base
⇐⇒ detB(u1, u2, . . . , up) ̸= 0

pi Proposition 2.9

Soit C une base de E. detB(c1, . . . , cp) detC(b1, . . . , bp) = 1.

pi Proposition 2.10

Soit une famille de p-1 vecteurs de E.

uk =
∑p

m=1 αmkbm. Posons vk = uk − αikbi. Si on note CI =
(b1, . . . , i− 1, bi+1, bp). On a vk ∈ V ect(Ci.
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Alors detB(u1, . . . , uj−1, bi, uj , . . . , up−1) = (−1)i+jdetC(v1, . . . , vp−1)

pi Proposition 2.11

Soit (u1, . . . , up) ∈ Ep, uk =
∑p

l=1 αlkbl. Soient (I, J) ∈ {1, . . . , p}.
On pose Bi = (b1, . . . , bI−1, bI+1n . . . , bl) et ui

k = uk − αikbI ∈
vect(Bi). Alors detB(u1, . . . , up) =

∑p
i=1(−1)i+jαijdetBi

(uI
1, . . . , u

I
J−1, u

I
J+1, . . . , u

I
p)

pi Proposition 2.12

Soit (u1, . . . , up) ∈ Ep, uk =
∑p

l=1 αlkbl. Soient (I, J) ∈ {1, . . . , p}.
On pose Bi = (b1, . . . , bI−1, bI+1n . . . , bl) et ui

k = uk − αikbI ∈
vect(Bi). Alors detB(u1, . . . , up) =

∑p
j=1(−1)i+jαijdetBi

(uI
1, . . . , u

I
J−1, u

I
J+1, . . . , u

I
p)

pi Proposition 2.13

Soit E et F 2 EV de même dimension finie = p.

Soit B une base de E et C une base de F. On pose ϕ ∈ L(E,F )
par ϕ(bi) = µi. Alors ∀(u1, . . . , up) ∈ Ep, detB(u1, . . . , up) =
detC(ϕ(u1), . . . , ϕ(up))

8.3Déterminant d’un endomorphisme
pi Théorème 3.1 : Déterminant d’endomorphisme

dans plusieurs bases

Soit E un EV de dimension p, B et C 2 bases de E. Soit f ∈ l(E).
Alors detB(f(b1), . . . , f(bp)) = detC(f(e1) . . . , f(ep))

pi Définition 3.1 : Déterminant de l’endomorphisme

Noté det(f), c’est le réel detB(f(b1), . . . , f(bp)) avecB = (b1, . . . , bp)
une base quelconque
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pi Proposition 3.1 : Déterminant de vecteurs par en-
domorphisme et déterminant d’endomorphisme

∀(u1, . . . , up), detB(f(u1), . . . , f(up)) = det(f)detb(u1, . . . , up)

pi Proposition 3.2 : Propriétés des det d’endomor-
phisme

1. Soient 2 endomorphismes. det(f ◦ g) = det(f)× det(g)

2. det(Id) = 1

3. f ∈ L(E). f est bijectif ⇐⇒ det(f) ̸= 0. Dans ce cas,
det(f−1) = det(f)−1

❗ Rappel

Soit A ∈ Mp(R). On note fA : X ∈ Mp(R) → AX . fA ∈ L(Mp(R))

pi Définition 3.2 : déterminant d’une matrice d’ap-
plication linéaire

On appelle dtéerminant de A, noté det(A) le réel det(fA)

pi Proposition 3.3 : Propriétés de déterminants d’ap-
plications linéaires

1. det(AB) = det(A)det(B)

2. det(Id) = 1

3. A est inversible det(A) ̸= 0. Alors, det(A−1) = det(A)−1

Notons ek la matrice colonne remplie de 0 sauf en k où il y a un 1 et
(E) = (E1, . . . , Ep) la base canonique deMp1(R).

pi Proposition 3.4

Soit A ∈ Mp(R), A = [C1, C2, . . . , Cp] où Ck est la k-eme colonne
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de A. Alors det(A) = detE(C1, . . . , Cp).

Exemple : On prend p réels λi et D la matrice avec les p réels sur la
diognale et 0 sur les autres endroits. On a det(D) = Πp

i=1λi.

pi Théorème 3.2 : Lien entre déterminant de fonc-
tion et de matrice de fonction

Soit E un ev de dimension p, B une base de E, f ∈ L(E) et A =
MatB(f). Alors det(f) = det(MatB(f)) = det(A)

Pour IJ fixé, on note Rij : A ∈ Mp → Mp−1. (On enlève la ligne I et la
colonne J)

pi Proposition 3.5 : Développement du déterminant
de matrice par rapport à une ligne

Soit une matrice carrée et on fixe I une ligne. Alors det(A) =∑p
j=1(−1)I+jAijdet(RijA)

pi Proposition 3.6 : Développement du déterminant
de matrice par rapport à une colonne

Soit une matrice carrée et on fixe J une colonne. Alors det(A) =∑p
i=1(−1)I+jAijdet(RijA)

pi Proposition 3.7 : Déterminant d’une matrice et de
sa transposée

det(A) = det(AT ).

pi Proposition 3.8 : Sert à rien sauf pour la pro-
chaine propriété

Soit B une base de E et une famille de vecteurs de E. On pose f
définie par f(bi) = ui,. Alors det(f) = det(u1, . . . , up)

pi Proposition 3.9 : Corollaire
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Soit B une base de E et une famille de vecteurs u de E. On
pose uj =

∑p
k=1 akjbk et on définit A ∈ Mp(R) : Aij = aij .

On remarque que chaque colonne comporte les coordonnées de
chaque vecteurs de la famille dans la base. Alors det(B(u1, . . . , up) =
det(A)). En particulier, (u1, . . . , up) est une base ssi A est inver-
sible.

On a ainsi une nouvelle manière de dire si la famille est une base.

pi Définition 3.3 : Comatrice

On appelle comatrice de A, matrice carré la matrice définie par
aij = (−1)i+j · det(Rij(A))

pi Proposition 3.10 : Formule théorique

A · Com(A)T = det(A)Ip, donc A−1 = Com(A)T

det(A)

À ne pas utiliser en pratique

8.4Calcul pratique
pi Proposition 4.1 : Déterminant d’une matrice 22

Le déterminant d’une matrice 22 est

∣∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣∣ = ad− bc

pi Proposition 4.2∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ1 × · · · × λp
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pi Proposition 4.3 : Déterminant de matrices trian-
gulaires∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 ∗ ∗

0 λ2 ∗

0 0 λ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 0 0

. λ2 0

. . λ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ1 × · · · × λp

pi Proposition 4.4 : Propriétés calculatoires du dé-
termiant de matrice

On prend une matrice carrée A que l’on écrit sous la forme de
matrice de matrice colonne ou ligne.

•
∣∣∣C1 . . . λCi Cp

∣∣∣ = λdet(A)

•
∣∣∣C1 . . . Cj . . . Ci . . . Cp

∣∣∣ = −1det(A)

•
∣∣∣C1 . . . λCi + λCj Cp

∣∣∣ = det(A) : pratique car permet
de faire apparaitre des 0.

• Cela vaut pour les lignes également
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