MATHEMATIQUES & Déterminant,

Chapitre

Déterminant

Application p-lineaires

0 Définition 1.4 : Application p-linéaire

Soient E et F deux R-EV et L : EP — F. On dit que L est p-liénaire
sielle estlinéaire en chacune de sesvariable, i.e. V(u1, ..., up—1 €
EPrY VI e{l,....,p}, L1 :vEE — L(Ut, ... ,Ur—1,V,... U, ..., Up_1).

Exemple : Toute application linéaire de E dans F est 1-linéaire

Dans R3, el produit scalaire : L : (z1,22,23), (y1,y2,y3) € R® x R3 —
191 + Toy2 + x3y3 est 2 linéaire.

En effet, fixons (y1,y2,y3) € R3. Soit (21,29, 23) € R3, (24, 25,76) € R3,
AeR

L(N(x1, 22, %3) + (24, 75, 76), (y1,Y2,Y3)) = L((AT1 + 24, Av2 + 25, \T3 +
76), (Y1,Y2,¥3)) = Mx1y1 + T2y2 +13y3) + (T4y1 + 592 +26y3) = AL() +
L()

Il faut montrer la linéairité avec l'autre variable pour que la preuve soit
compléte.

Proposition 1.1 : Application p-linéaire d'un vec-
teur nul

Soit une application p-linéaire

si on met en position i le vecteur nul, le résultat est le vecteur
nul de l'espace d'arrive.

G Définition 1.2 : Forme p-linéaire
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MATHEMATIQUES & Déterminant, Déterminant d’une famille de vecteurs

L est une forme p-linéaire si I'espace d’arrivé est l'espace des
réels.

Définition 1.3 : Forme p-linéaire alternée (FPA)

Soit L une forme p-linéaire. L est alternée si V(uq,...,up) € EP,
si 3(i # j) tel que w; = uj, alors L(ug, ..., up) =0

Proposition 1.2 : Caractérisation d'une forme p-
linéaire alternéee

Soit L : E?» — Rune forme p-linéaire alternée. SoitV(uq, ..., up) €

EPY(i,j) € {1,....,pr.Alors L(u1, ..., W, o Uj, ..oy Up) = —L(u, ... 0, ..., U, ..

Proposition 1.3 : Famille liee dans une FPA

Soit Eun ev et L une forme p-linéaire alternée sur E. ¥V(us, ..., up)
famille liee de E, alors L(uq,...,u,) =0

Déterminant d’'une famille de
vecteurs

En dimension 2

Soit E un REV de dimension 2, B = {ej, ea}.

Proposition 21 : Forme linéaire en dimension 2
Soit L une forme 2-linéaire alternée. Alors Vu = aq + bey, Vv =

aey + Bes, L(u,v) = (aff — ab)L(e1, e2). Ainsi, la connaissance de
L(ey,ez) équivaut a connaitre L

Définition 2.1 : Déterminant en dimension 2

Posons Lp : (u,v) — af — ab. Cest Uunique forme 2-linéaire
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MATHEMATIQUES & Déterminant, En dimension 3

alternée vériffiant L(ey,ez) = 1. On l'appelle le Déterminant en
base B, noté detp.

Proposition 2.2 : Forme linéaire (d2) et détermi-
nant

Soit L une forme 2-linéaire alternée, alors L(u, v) = dety(u, v)L(e1, €2)

m Proposition 2.3 : Déterminant et base

Soit (u,v) une famille de E. (u,v) est une base de E <= son
Déterminant dans la base B est # 0

0 Proposition 2.4 : Multiplication de det de 2 bases

Soit B et C 2 bases de E. detg (b1, ba)detc(er,e2) =1

Fn dimension 3

E un ev de dimension 3, B = by, be, b3 une base de E.

0 Proposition 2.5

Soit L une forme 3-linéaire alternée et uq, us, usz € E tel que Vi €
3
{1.2.3},ui = Zk:l agibe. On a

L(u1,u2,u3) = (11002033 + 21 032013 + Q23031 12 — Q120021 33 —
Q1300220031 — O41101230132)

0 Définition 2.2

On note L(ui,ug,u3) = (11002033 + 21032013 + o3z —
1901 (V33 — (V13022(X3] — 01110[230[32) le déterminant est base B.

G Proposition 2.6

VL formes 3-linéaires alternées, L(u, v, w) = L(by, by, b3 )det g (u, v, w)
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MATHEMATIQUES & Déterminant, Dimension quelconque

etdetp est'unique fome 3-linéaire alternée vérifiant det g (b, b2, b3) =
1

G Proposition 2.7

Soit (u, v, w) une famille de E. C'estune base de E <= detp(u,v,w) #
0.

SoitC = (01702,C3> unebasedeE.1 = d@tB(Cl,CQ,Cg) detc(bl, bg, bg)

Dimension quelconque

E est un ev de dimension p, B une base de E

m Théoréeme 24 : admis

Il existe une unique forme p-linéaire alternée, notée detp est ap-
pelée déterminant en Base B, vérifiant :

detB(bl, oo .,bp) =1

VL forme p-lineaire alternée, V famille de vecteursde E, L(uq, . .., up,) =
detp(u1,...,up)L(b1,. .., bp).

0 Proposition 2.8

Soit une famille (w1, us, ..., u,) de vecteurs de E. C'est une base
< detp(u1,ug,...,up) #0

G Proposition 2.9

Soit C une base de E. detg(cy, ..., cp) dete(by, ..., bp) = 1.

G Proposition 2.10

Soit une famille de p-1 vecteurs de E.

Uk = Y0 | Qmkbm. POSONS vy = up — agb;. Si on note Cp =
(bl, coogll = 1,bi+1,bp). Onaw € VCCt(CZ‘.
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MATHEMATIQUES & Déterminant, Déterminant d'un endomorphisme

Alors detB(ul, ceeyUj—1, bi,Uj, oo c ,’up_1> = (—1)i+jd€tc(’l)1, o0 c ,’Up_l)

G Proposition 2.11

Soit (u1,...,up) € EP,up = > 0 ayby. Soient (I,J) € {1,...,p}
On pose B; = (bl, .. .,b1_1,b1+1n.. .,bl) et u}C = up — a;br €

vect(B;). Alorsdetp(us, . .., up) = >0 (—1) M aydetp, (uf,. .., uf_ul ..., u,,)

0 Proposition 212

Soit (u1,...,up) € EP,up = Y 1, ayihy. Soient (1, J) € {1,...,p}
On pose B, = (bl,...,b]_l,b]+1n...,bl) et uz = up — apbr €

vect(B;). Alors detp(ua, ..., up) = Y8y (=1)Hajjdetp, (uf, ... ul_j ub ;. )

0 Proposition 213

Soit E et F 2 EV de méme dimension finie = p.

Soit B une base de E et C une base de F. On pose ¢ € L(E,F)
par ¢(b;) = p;. Alors Y(ug,...,up) € EP detp(ui,...,up) =
deto(p(ur), ..., ¢(up))

Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3.1 : Déterminant d’endomorphisme
dans plusieurs bases

Soit E un EV de dimension p, B et C 2 bases de E. Soit f € I(E).
Alors detp(f(b1), ..., f(bp)) = detc(f(e1) ..., f(ep))

0 Définition 3.1: Déterminant de 'endomorphisme

Note det(f), Cestle reeldetg(f(b1),-.., f(bp)) avec B = (b1,...,bp)
une base quelconque
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MATHEMATIQUES & Déterminant, Déterminant d'un endomorphisme

Proposition 3.1 : Déterminant de vecteurs par en-
domorphisme et déterminant d’'endomorphisme

V(ui,...,up),detp(f(ur), ..., f(up)) = det(f)dety(uq,. .., up)

G Proposition 3.2 : Propriétés des det d’endomor-
phisme

1. Soient 2 endomorphismes. det(f o g) = det(f) x det(g)
2. det(Id) =1

3. f € L(E). f est bijectif < det(f) # 0. Dans ce cas,
det(f~1) = det(f)~*

Rappel

Soit A € M,(R). On note fa : X € M,(R) = AX. fy € L(M,(R))

Définition 3.2 : déterminant d’'une matrice d'ap-
plication linéaire

On appelle dtéerminant de A, noté det(A) le réel det(fa)

Proposition 3.3: Propriétés de déterminants d'ap-
plications linéaires

1. det(AB) = det(A)det(B)
2. det(Id) = 1
3. Aest inversible det(A) # 0. Alors, det(A™1) = det(A)~!

Notons e la matrice colonne remplie de o saufen k ol ily a un 1 et
(E) = (Ey,...,Ep) la base canonique de Mp; (R).

G Proposition 3.4

Soit A € M,(R),A=[C1,C,,...,Cp) ou Cy est la k-eme colonne
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MATHEMATIQUES & Déterminant, Déterminant d'un endomorphisme

| de A. Alors det(A) = detg(Ch, . .., Cp).

Exemple : On prend p réels \; et D la matrice avec les p réels sur la
diognale et 0 sur les autres endroits. On a det(D) = IIY_; \,.

Théoreme 3.2 : Lien entre déterminant de fonc-
tion et de matrice de fonction

Soit E un ev de dimension p, B une base de E, f € L(E) et A =
Matg(f). Alors det(f) = det(Matg(f)) = det(A)

Pour 1) fixé, on note R;; : A € M, — M,_,. (On enléve la ligne | et la
colonne J)

Proposition 3.5 : Développement du déterminant
de matrice par rapport a une ligne

Soit une matrice carrée et on fixe | une ligne. Alors det(A) =
Sho1(=1)1H Ayjdet(Ri; A)

Proposition 3.6 : Développement du déterminant
de matrice par rapport a une colonne

Soit une matrice carrée et on fixe J une colonne. Alors det(A) =
i (=1 Ayjdet(Ri; A)

Proposition 3.7 : Déterminant d'une matrice et de
sa transposée

det(A) = det(AT).

Proposition 3.8 : Sert a rien sauf pour la pro-
chaine propriété

Soit B une base de E et une famille de vecteurs de E. On pose f
définie par f(b;) = u;,. Alors det(f) = det(uq, ..., up)

0 Proposition 3.9 : Corollaire
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MATHEMATIQUES & Déterminant, Calcul pratique

Soit B une base de E et une famille de vecteurs u de E. On
pose u; = Y r_;ak;by et on définit A € My(R) : A;; = aij.
On remarque que chaque colonne comporte les coordonnées de

chaque vecteurs de la famille dans la base. Alors det(B(uz, . . ., up) =
det(A)). En particulier, (u1,...,u,) €St une base ssi A est inver-
sible.

On a ainsi une nouvelle maniére de dire si la famille est une base.

0 Définition 3.3 : Comatrice

On appelle comatrice de A, matrice carré la matrice définie par
a;; = (—1)i+j -det(Rij(A))

G Proposition 3.0 : Formule théorique

A-Com(A)" = det(A)1,, donc A~ = Zem(A)

A ne pas utiliser en pratique

Calcul pratique
G Proposition 4.1 : Déterminant d’'une matrice 22

. . . a b
Le déterminant d’'une matrice 22 est =ad — be
c d

A0 0
0 X O|=A XXX
0 0 X
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MATHEMATIQUES & Déterminant, Calcul pratique

Proposition 4.3 : Déterminant de matrices trian-
gulaires

0 X x|=]. Ay O =)\1X"-X>\p
0 0 )\3 . . )\3

Proposition 4.4 : Propriétés calculatoires du de-
termiant de matrice

On prend une matrice carrée A que l'on écrit sous la forme de
matrice de matrice colonne ou ligne.

Cr .. ACi Gy = Adet(4)
O oo G G . G| = —1det(4)
Ci ... ACi+AC; Cp‘zdet(A):pratique car permet

de faire apparaitre des o.

- Cela vaut pour les lignes également
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