MATHEMATIQUES & Suites réelles,

Chapitre

duites reelles

Limites d’une suite

Soit u une suite réelle.

Théoreme 14 : Unicité d'une limite d'une suite
convergente

Si (U,,) est convergente, sa limite L est unique on note ! = lgrm Up,.

G Preuve 11 : Démonstration par l'absurde

Supposons que (U,,) admette [; et I comme limite, avec Iy # Is.
Nous avons donc, pour tout e > 0 :

EINleN,VnZNl,\un—lﬂge (2.1)
N, € N,Vn > No, \un = l2| <e (2.2)

On pose alors € = @ Il existe donc N; et Ny tel que les 2
assertions sont vraies.

Choisissons un nombre entier supérieur a N; et Ny, comme
max(Ny, Na).

Pour cette valeur de n, nous avons a la fois |u, — l1| < € et |u, —
lg| < €.

Par l'inégalité triangulaire, on obtient :
36 = ‘ll — l2| = |(7.Ln —12) — (Un —ll)| § |un — l1| —+ |Un —l2| S 2e

Le nombre réel vérifie a la fois e > 0 et 3e < 2¢, ce qui est absurde.
Donc l; = Is.
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MATHEMATIQUES & Suites réelles, Limites

Théoréme 1.2 : Borne d'une suite convergente

Toute suite convergente est bornée

G Preuve 1.2

Soit (U, )nen Une suite réelle convergente. Notons | sa limite € R.
Elle est convergente <= Ve > 0,3N. € N,Vn € Nyn > N, =
lun, — 1| <e

Poure=1:

E|N1€N,TL2N1:>‘U71—”§1
= -1<u,—-1<1
= 14+l <u, <141

Donc pour n > Ny, |u,| < max(| —1+1|,|1 +1)
Donc pour n < Ny, le nombre de terme de (U,,) est fini.

Donc M = max(|ug|) existe et est fini, avec 0 < k < N; — 1 et
|Up| < M,YO<n<N;—1

Limites

Suites adjacentes

Théoréme 2.1: Convergence de suites adjacentes

Si les suites (U,,) et (V;,) sont adjacentes, alors elles sont conver-
gentes de méme limite.

m Preuve 21

vn € Nyu, > v, > vg car (v,) est croissante. Donc (U,,) est
décroissante et minorée par vy donc convergente. Notons I; =
lim U,.

+ oo

De méme, Vn € Nu, < u, <,uqg car (u,) est décroissante. Donc
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MATHEMATIQUES & Suites réelles, Suites adjacentes

(vn) est croissante et majorée par vy donc convergente. Notons
lo = lim v,
2 oo n

Deplus,EmUn—Vnzozll—lg = L=

Dong, si elles sont adjacentes, (U,) et (V,,) convergent vers un
unique I.

Somme des limites

G Preuve 2.2 : Somme des limites L et I’
On veut savoir siVe > 0,3?N € N,n > N = |u, +v, — ({+1')] < e.

On sait que d'aprés l'inégalité triangulaire,
|t — L+ vp = U] < |up = 1] + |vn = V|

u7L+Un_(l+l/)| =
Or lim u, = [, donc 3N; € N,n > Ny, alors |u, — 1| < §.
oo

De méme, lim v, =I’, donc 3Ny € N,n > Ny, alors |u, —I'| < §
o0

Donc sin > Ny 4 No, alors |u, —I| < § et |v, —1'| <

&
2

Donc |u, +v, — (I+1")] < §4§ = . Donc u, +v,, €st convergente
et lim wu,, +v, = L.
o0

Produit des limites

a Preuve 2.3 : Produit des limites L et '

Soit (un), (v,) 2 suites convergentes. On veut démontrer que
lim u,v, = lim ,lim v,. Notons que lim u, =1 € R etlim v, =
oo u oo oo o0

I” € R. On doit démontrer que la définition de la limite existe
pour la suite u, vy, i.e, Vn € N;n > Ny = |u,v, —U'| < e > 0.

Un Uy — | = |(un — Dy + v, — 1]
= |vn(un = 1) + U(vn — ll)|
< wnllun =1 + [U|vn — lll

(vy,) convergen, donc est bornée, donc, 3M > 0,Vn € N|v,| < M.
< Muy, = 1| + [U||vn, — U]

€ €
<M— + || ———
= 2M+||2M+1+|l|

On a donc:
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MATHEMATIQUES & Suites réelles, Limites et inégalités

- lim u, = I, donc pour ¢ = 35 > 0,3N; € N, doncn >
o0

N1 = |un — 1| < 357

- lim v, = I’, donc pour €’ = > 0,3dN, € N, donc

pIeERTI)

n2N2$|un—l\<m

Donc Vn > Ny + N, 0N a [unvy — W'| < M55 + [l s553y, PUIS
|upvy — | < 5+ 1 et |upu, =" <€

On a bien l'inégalité, CQFD

Limites et inegalités

Théoréeme 2.2 : Théoréme des gendarmes

Si on a 3 suites réelles avec u,, < w, < v,. Si u, et v, sont
convergentes de méme limite [, alors w,, est convergente vers I.

G Preuve 2.4

Soit € > 0, on cherche Ny € Nyn > Ny = |w, — | < ¢ avec
lim u, =1 =lim v, et u, < w, <v,,Vn € N.
oo oo

lwn, — 1| = |wy, — Uy + up, —
< |wn = un| + fun =1
< |vn = tn| + Jun =1
<|op = U+ —up| + |un =1
< v = U + [T — un| + |un — 1|
<|vp =1 + 2lu, — |

€ €
<49t
=514

Ona:lim u, = [, donc3IN € Nyn > Ny = |u, —I| < { et
lim v, =1[,donc3IN e N,yn > Ny = |v, =] < 5.

Donc pour N3 = N1 +Na,0na:n > Ng = |w, =] < §4+2x =€
Ce qui démontre bien l'égalité souhaitée.
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