MATHEMATIQUES & Fonctions,

Chapitre

Fonctions

P d [ ] [ [ ] [
Precisions sur les appllcatlons
s ]

reciproques
Une application est bijective de E — F'siVy € F,3lx € E,y = f(z).
On définit une application, appelée réciproque notée f~!: F — F et
y—x=f"1y),avecVy e Fx = fY(y) — r€ FEety= f(x).f
est bijective donc f~1 est une application.

Propriétés :

“fof N y) =y=1Idr
cflof(r)=2=1Idg

- foldg = f: Idg est le neutre a droite pour o

- Idg o f = f:Idg est le neutre a gauche pour 0

En effet, fo f~H(y) = f(f 7 (v) = f(x) =y.

0 Théoréeme 1.4 : Proposition

Soit f : E — F une application. S'il existe g : FF — E une appli-
cation telle que : go f = Idg et f o g = Idp. Alors f est bijective
et g est la réciproque de f.

0 Théoreme 1.2 : Corrolaire

Si l'application réciproque existe, elle est unique

Exemple: Id : R — R. Idp(\/2) = V2.
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MATHEMATIQUES & Fonctions, Généralités sur les fonctions de R dans R

Conséquence

On peut donc montrer qu'une application est bijective en exhi-
bant sa réciproque

Théoreme 1.3 : Proposition

Soit f: E— Fetg:F = G deux applications bijectives. go f :
E—F— Getzx— f(xz) — g(f(x)) Alors g o f est bijective.

Théoréme 1.4 : Proposition

Soit f : E — F bijective et notons f~!' : F = FE sa réciproque.
Alors f=1 est bijective de réciproque f.

Generalites sur les fonctions de
R dans R

Ensemble de definition

Théoreme 21 : Ensemble de définition

Soit f de R dans R une fonction. Le domaine de définition de f
est 'ensemble, noté Df = {x € R, f(z)existe} Alors, Df — R est
une application.

Théoréeme 2.2 : Proposition

Soit f : I — R, si f est strictement monotone sur I, alors f est
injective de | sur R.

Fonctions majorees et minorees

Soit f: R— RSoit I € Dg.
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MATHEMATIQUES & Fonctions, Image directe et image réciproque

f est majorée sur I s'il existe M € R,Vx € I, f(z) < M.

festminorée sur I s'ilexiste m € R,\Vx € I, f(x) > m.

° Montrer que la fonction est non majorée

On montre que VM € R, 3z € I, f(x) > M.

Image directe et image réeciproque

On se donne f € F(R, R).

Soit I un intervalle de R. f(I) = {f(zx),z € I} ={y e R,z € I,y =
fx)}.

Soit J unintervalle de R. f~*(J) ={z € Dy, f(z) e J} ={y e R, Tz €
Ly=f(z)}

Limites d’'une fonction en un point
ou en l'infini

Soit f : R — R une fonction.

Limite en un point

f doit étre définie sur un voisinage épointé de zg
Voisinage épointe
Voisinage epointée de zg

Un intervalle ouvert contenant xq, privé de zo. On le note V.
Vzo :]1'0 —€,20 + 6[\{%0}

fa une limite finie si:

elle est définie sur un voisinage épointé de =z, et pour toute suite (uy)
est convergente vers xq et a valeurs de xg,

lim f(u,) =1

avec (uy,) tend vers .
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MATHEMATIQUES & Fonctions, Limites en + 'infini
Cela équivauta: Ve > 0,3a > 0,V2,0 < |z — 20| < a = |f(z) — | < e

Limites infinies

fa une limite valant +oo si :

- pour toute suite (u,) a valeurs dans V,, et de limite zp, on a:

lim f(up) = +o00
*VA>0,3a>0,0< |z —xo| <a= f(z) > A

De méme en —oco :

- Pour toute suite (uy,,) a valeurs dans V,,,

lggl flun) = —o0

*VA>0,3a>0,0< |z —xzo| <a= flz)< —A-

Limites en + ['infini

On se donne f définie au voisinage de +oo : Ja € R, f est définie sur

la, +o0l.

Limite finie [
Ve>0,3A> 0,2 > A= |f(z) -1 <e¢
Limite + infinie Limite - infinie

YA > 0,3R > 0, > R = YA > 0,3R > 0, > R =
f(z)>A. flz)< —A.

Limites en - l'infini

On se donne f définie au voisinage de —oco : 3A € R, f est définie sur

] — o0, Al

Limite finie [

Ve>0,IR >0,z < —R=|f(x) -] <e

417



MATHEMATIQUES & Fonctions, Fonctions continues

Limite + infinie Limite - infinie

VA > 0,dR > 0,z < —R = VA > 0,dR > 0,z < —R =
flx)>A. flz)< —A.

Fonctions continues

Soit I un intervalle ouvert de R. Soit f : I — R, f est définie sur
I

Théoreme 44 : Définitions

f est continue en xg Si

lim f = f(zo).

T—T0
- Ve>0,3a >0,z — x| < a=|f(z) — flzo)| <e

 ¥(Un).lim f(U,) = (o). On a donc: lim f(U,) = f(lim U,)

Continuitée et opérations

On prend 2 fonctions f et g continues sur I. Alors f + g, fg sont conti-
nues sur I et 5 est continue en tout point de I tel que g(z) # 0.

Théoréme 5.1: Continuité des composées

Soient f : I — J une fonction continue surl, a valeursdans I € R
etg: I — J e R Alors go f est continue sur I.

Théoreme desvaleurs intermédiaires

Théoreme 5.2 : TVI

Soit f : I — R une fonction et (a < b) € I.On suppose f continue
sur [a, b).

Alors vyO € [f((l), f(b)]7 dxg € [(l, b]7y0 = f(l‘o)
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MATHEMATIQUES & Fonctions, Théoréme de Heine

Théoreme 5.3 : Variante du TVI

Il est équivalent a :

si f estcontinue sur[a,b] et f(a)x f(b) < 0,alors 3c € [a,b], f(c) =
0.

Théeoreme de Heine

Théoréeme 5.4 : Théoreme de Heine

L'image continue d’un intervalle fermé et borné est un intervalle
fermé et borné.

Soienta <beRet f:[a,b] - R, f continue sur [a, b],

dm € R,M € Rym < M tels que f([a,b] = [m, M] avec Jzq €
[aab]af(xO) =m et 33?1 € [a7b}7f(x1) =M

Reciproque d'une application conti-
nue strictement monotone

Théoreme 5.5 :

Si f est continue sur [a, b] et strictement monotone sur [a, b], alors
f réalise une bijection de [a,b] dans J = [f(a), f(b)] et f~1: T —
I sa réciproque, de méme monotonie sur J

Elle donne plus d’informations que le TVI et est a privilégier. nfo

En effet, le TVI indique qu’il existe
z telque f(z) = caveccdanslin-
tervalle de continuité. Ce théoréme

Fonctions dérivables indique lui qu’il existe une unique

solution dans l'intervalle mais il faut
que la fonction soit monotone sur
l'intervalle considéré.

Théoreme 6.1 : Définitions
Soit zg € [a, b].

f est dérivable en zg si

lim £@)=7(@) existe et est finie. On note alors cette limite

T—x0 0

f' (o).
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MATHEMATIQUES & Fonctions, Théoréme des accroissements finis et de Rolle

. hn% M existe et est finie.
r—

- Jl et une fonction e(z) dont la limite en a est nulle, tels que

f(x) = f(a) +(z —a) + (x — a)e(x).

Théoréme 6.2 : Dérivée de la réciproque

On donne un intervalle I,J € Ret f : I — J. On suppose f
dérivable sur I et que f est bijectivede I — J.Onnote f~1:J —
I laréciproque. Elle est dérivableenyg € J < f'(f~*(y0)) # 0

o — _ 1 _ 1 — £
Onaalors: (f7Y)y, = Fr=tgey = Fieoy 3VEC To = 7 (%0)-

Théoreme des accroissements
finis et de Rolle

a<b

Théoreme 7a1:Théoréeme des accroissements finis

Soit f : [a,b] — R.Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur]a, b|.
Alors 3¢ €la, b], L= — f1(c)

Théoreme 7.2 : Théoreme de Rolle

Soit f : [a,b] — R. Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b|
et f(a) = f(b). Alors Je €]a, b], f'(c) =0

717



	Fonctions
	Précisions sur les applications réciproques
	Généralités sur les fonctions de R dans R
	Ensemble de définition
	Fonctions majorées et minorées
	Image directe et image réciproque

	Limites d'une fonction en un point ou en l'infini
	Limite en un point
	Limites en + l'infini
	Limites en - l'infini

	Fonctions continues
	Continuité et opérations
	Théorème des valeurs intermédiaires
	Théorème de Heine
	Réciproque d'une application continue strictement monotone

	Fonctions dérivables
	Théorème des accroissements finis et de Rolle


