MECANIQUE & Puissance, travail et énergie,

Chapitre

Puissance, travail et énergie

Puissance d’une force
Définition

G Théoreme 141 : Définition d'une force

Soit une force ¥ appliquée a un systéeme M se déplacant a une

vitesse ¥ /. La puissance de F' est donnée par P = F - ¥ et
s'exprime en Watt (kg-m?-s3. Elle dépend du référentiel d’étude.

La puissance est positive si 0 €

[=F, 3]. On dit que la force est

motrice au temps ou la puis- F
sance est calculée. *

La puissance est négative si 0 € M \'/
[Z,2Z]. On dit que la force est

résistante au temps ou la puis-
sance est calculée.

Théoreme de la puissance cinétique

Théoréme 1.2 : Théoréme de la puissance ciné-
tique

La dérivée temporelle de 'énergie cinétique vaut la somme des
puissances des forces exercées sur le systeme.
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G Preuve 11
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On perd l'information sur les forces qui sont perpendiculaires au dé-
placement mais on gagne en simplicité. Un raisonnement énergétique

peut simplifier les choses.

Exemple sur le pendule

On fait un bilan des forces :

T=  -Te
? = —mgsin <pe_¢>

P(T)=T -7 = (-T%}) - (1p8}) =0 car T 17 €
P(?) -P.v-= —mglsin(p) X ¢.
On applique le TPC:

E.=P(P)+ P(T)

1 d

im&l%f = —mglsin(p) x ¢
1d
gahﬂ = —gsin(p)

lp+gsin(p) =0

En faisant 'approximation des petits angles, on retrouve 'EQD trouvée

avec l'analyse classique (PFD).

Il découle du PFD, appliqué au systéme ramené a un point M

@ Astuce

On rappelle que U'expression de la
vitesse en coordonnées polaire avec
un rayon constant est ppéeg
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Travail et Theoreme de l'éner-

gie cinéetique
Travail d'une force

Soit un systeme se déplacant de A vers B suivant un chemin C(AB). On

veut connaitre le travail d'une force ? lors de ce déplacement. On dé-
compose le chemin en déplacements élémentaires d7 et on introduit

le travail élémentaire 6W ', avec 6W = ? -d7 car ? est considérée
comme constante sur ce petit déplacement.

On a alors le travail de la forc F sur le chemin C(AB)

Wean (F) = / SW = F.a7v (81)

C(AB) C(AB)

On appelle circulation du vecteur ? sur le chemin C(AB) la quantité
précédente.

Propriétés
- On peut séparer le chemin en morceau, puis sommer les travaux

- Sion parcourt le chemin dans l'autre sens, le travail sera opposé.

- Généralement, la circulation dépend du chemin emprunté entre
les 2 points.

- Si W > 0, la force est dite motrice, dans le cas contraire elle est
négative, si W = 0, la force ne travaille pas.

Déplacement elémentaire

Onav =497 «— 47 =7 x dt.

dt

En cartésien a 3D : d7 = dae, + dye, + dze;

En cylindrique : dpe, + pdpe + dze.

Calcul du travail d’'une force

Forces L au mouvement

On a WC(AB)(?) = fC(AB) F.d7 = fC(AB) 0. Elle ne fournit aucun
travail.

Info

On l'écrit W et non dW, car généra-
lement, ce n'est pas la différentielle
d'une fonction W car cela signifirait
que €E df = f(B) — F(A) etdonc
que W ne dépend que des points et
non du chemin.
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Cas d’'une force constante
On a WC(AB)(?) = fC(AB)d? = ? . fC(AB)d? = ? . E En

%Eet, la somme de tous les petits déplacement élémentaires donne
AB.

° Exemple du poids

On dit que le poids est constant : WC(AB)(?) = ? . 1@ =
—mg(zp — 2,). ONn peut aussi faire

Wean(B) = / B.av

— | B (o = cuiz - clim
( Yey

Forces non constantes

Force de_gappel du resig)rt : Dans un_)déplacement aprés lp, on a
Woan (F) = Joap Fr-d7 = [F. - (dee] + dyey + dzel) =

[F e = [7 —kade = —k[%]2 = —Lk(a} - a2)

Si |zp| > |zql, @ force est résistante.

Théoreme de 'énergie cinéetique
G Théoréme 21 : Enoncé

AapE. = Z WC,AB(?Z‘)

G Preuve 2.1: A partir du TPC

4/13



MECANIQUE & Puissance, travail et énergie, Energie potentielle et forces conservatives

On utilise aussi le fait que ¥ x dt = dr car d?
ty E

/ d—cdt / Z )W x dt
t

a

E.(B) — Eo(A) = ‘/?i-d7

° Exemple d’application

On étudie une particule dans un champ électrique constant.
(exercice 51) On veut connaitre la valeur de v;. On a donc, avec
F., = eEye, la force électrostatique.

Eu(d) - E0) = Y Weap(F

E.(d) — E.(0) = WC,OA(FZ)

i-dr

0,d
:/ qEoes - dae,
0,d

0,d

= qEod

On peut maintenant multiplier par 2 et obtenir v,.

Energie potentielle et forces conser-
vatives

Notion de forces conservatives

Notion de difféerentielle

Pour une fonction f qui est C*, on peut définir df(a) = f(a+dx)— f(a).
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La dérivée est f'(a) = lim Llatdel=f(a)

On adoncdf(a) = f'(a)dz <= f'(a) = %@. On peut le génerali-
ser au cas de fonctions de plusieurs variables f(z,y, z) et obtenir des

d—0 da '

x

dérivées partielles pour chaque variables.

df

9 4z + %dy + g—fdz.

= or z

Force conservative

Définition 3.1 : Définition 1

Une force F est dite conservative s'il existe une fonction u(7)

de l'espace tel que le travail élémentaire 5W(?) — F .47 soit
égal a oW = —du.

Définition 3.2 : Définition 2

Une force est conservative <= le travail de ? dans le déplace-
ment de A vers B ne dépend pas du chemin pris.

G Preuve 31

Si F est conservative, alors Ju(7) telle que W = —du. On a
donc

W(F) = / sW(F)

:7/du

= —[u(B) —u(4)]

Cette derniére expression ne dépend pas du chemin.

Définition 3.3 : Définition 3

? est conservative <= le travail sur tout chemin fermé est nul
(le point de départ = point d’arrivée).

On a alors W(?) = §oW.
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G Preuve 3.2

Soit 2 points A et B et 2 chemins. Le chemin C; — Cs est fermé,
donc W(?) =0 < WCI(?) = Wcz(?) =0 < WCQ(?) =
WC1(?)'

Energie potentielle

Définition 3.4 : Energie potentielle

Si une force ? est conservative, il existe une fonction u telle que
5W(?) = —du. On appelle u énergie potentielle, notée Ep,.

Ainsi, W(?) = [0W = — [dE, = —E,(B)—E,(A). Lavariation d’éner-
gie potentielle sur AB vaut lopposé du travail, autrement dit ¢ :

AspE, = —WC,AB(?)

Conséquence

L'énergie potentielle est définit a une constante preés. Il faut
donc se fixer un point de référence ol elle est nulle.

Méthode

Unefacon de calculer E, estd’écrire SW = —dE, <~ Fd7 = —dE,.
Il faut ensuite intégrer.

Exemple du poids

? = —mge_;. On veut

sW(P) = —dE,
P.dR = dE,
(—mge? - (dzeg + dye, + dzel) = —dE,
—-mgdz = —dE,
dE
rE

E, =mgz+ CST

On choisit E, = 0 pour z = 0, dans ce cas la constante vaut 0 et £, =
mgz. Le signe de 'expression dépend de 'axe.

@ Astuce

On peut dire aussi AE, vaut le tra-
vail qu'un utilisateur doit fournit pour
amener le systéme du point A au
point B.
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Opeérateur gradient

Soit une fonction v de R* — R. On introduit un vecteur grad(u) tel que
du = grad(u) - d7°. En cartésien, du = §tdx + S%dy + §%dz et selon
(8.3.3), du = grad, (u)dz + grad, (u)dy + grad,, (u)dz.

On obtient le vecteur gradient en cartésien :

du
ox
grad(u) = %Z
ou
oz

Propriétées
- Il est linéaire

- Il est dirigé dans le sens des u croissants, c'est a dire pour maxi-
miser 'augmentation de w.

- Il est orthogonal aux équipotentielles de u, surfaces sur les-
quelles u est constant.

a Preuve 3.3

du = grad(u) - d7
— ||grad(uj|| x [|&|| x cos(6)

Si d7 est dans la direction et le sens de grad(u), alors du est
maximal, car @ = 0 etcos =1

Si on se déplace orthogonalement a grad(u), du = ||grad(u;|| X

— . o .
[|du|| x 0. Le grandient est orthogonal aux equipotentielles de w,
surfaces sur lesquelles u est constant.

Calcul de E, avec le gradient

Pour une force conservative, on a 0W = F.d7 = —dE, et dE, =
grad(E,) - d7, donc F - d7 = — grad(E,) - d7". On obtient que

F=- grad(E,)

Info

L'expression du gradient dépend du
systeme de coordonnées dans lequel

on se trouve
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Définition 3.5 : Définition 4 d'une force conserva-

tive
Une force F' est conservative <= il existe une fonction By
telle que F = —grad(E,). On dit que F dérive d'une énergie
potentielle.

Cette définition est utile pour calculer une énergie potentielle.

° Exemple du poids

Avec un axe orienté vers le haut. ? = —mge—;. On cherche une
fonction E, telle que = —grad(E,). On a donc :

~%% — 0 = E, ne dépend pas de z
—‘Ep = 0= E, ne dépend pas dey
—a;;p = —mg = ddb;p =mg = E, = mgz + Cst.

Calcul de E, pour des forces conser-
vative

Force de rappel du ressort

IF; = —kxe,. On cherche E, telle que ? = —grad(E,). Elle ne dépend
ni de y ni de z. On a alors —kz = —%2  «— F, = Lka? + Cst.
On choisit souvent l'énergie potentielle nulle a I'équilibre, ici on prend
E, =0 pour z = 0, car on a choisit de mettre l'origine a la longueur a

vide.

Force de gravitation

— . —
F, = —GMmg> Cest valable dans la base sphérique. On a donc F, =
—grad(E,), donc: —GMm % = —df;” < E,=-GmM?2X - Cst.On
se donne E, — 0 quand r — oo, donc il faut que la constante soit
nulle.

Force électrostatique

- P N

Fo = — 2. Cest valable dans la base sphérique ou la force ne
. —

dépend que du vecteur ez, onadonc: F, = — grad(E,), donc: _47350
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E
9 -y p,=—

T2 dr

X qq" + C'st.

4#60

On choisi que E, — 0 quand r — oo, donc la constante est nulle.

Energie mécanique

Définition 4.1 : Définition

C'est I'énergie cinétique plus la somme des toutes les énergies
potentielles des forces conservatives.

Théoreme de l'énergie mécanique

Théoreme 41

La variation de 'énergie mécanique correspond a la somme des
travaux des forces non conservatives, qui dissipent de 'énergie,
comme les frottements.

—
Aup = Z We ap(Fne)

i

G Preuve 4.1: A partir du TEC

AE, fZW?l

—ZW (Fo) +ZW (Faes)

AE, — ZW (Foi) = ZW (Fres)
AE, - Zwﬂj

n l'absence de forces non conservatives, 'énergie mécanique se conserve.

@ Astuce

Si les forces conservatives en pré-
sence ont des E, connues, on utilise
plutot ce théoréme.
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Théoreme de la puissance mécanique

Théoréeme 4.2 : TPM

dE,, —
@~ 2 PiFves)
J

G Preuve 4.2 : A partir du TPC

e S PE) + Y P(ENS)
Zk:PTc)~7+ZP(ITc>)
=217c>-dz+ZP(ITc>)
= ZéW(ITS% +3° P(Fro)
=3 T 3 ()

dE,, —
=g = 2. PEwog)
J

Interprétation graphique de l'éner-
gie potentielle

On s'interesse a des systémes dont le mouvement posséde un seul de-
gré de liberté ¢ et conservatif. On considére E, la somme de toutes @ Astuce
les énergies potentielles. On note F la résultante des forces. E, cor- Un seul paramétre décrit le mouve-
respond donc a l'énergie potentielle associée a 7 ment (cas d'un mouvement rectiligne
par exemple, mouvement circulaire a
. . p o rayon constant)
Il'y a un seul degre de liberté : ?(x) = F(x)e,. On peut écrire F =

—grad(E,) = F(z) = fdf;’”.

On peut alors interpréter le graphique E, en fonction de z.

Position d’equilibre
L'accélération est nulle, donc ? — 0 e 9B _ 0, donc les posi-

tions d’'équilibre correspondent aux points ou la courbe E,(z) admet
une tangente horizontale, aux extremum locaux par exemple.
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Signe de la dérivee

dE,

Si S >0, F(x) < 0 (courbe croissante)

dE,

Si g2 <0,F(x) >0

e

v

Stabilite des positions d’équilibre

G Définition 5.4

Une position d'équilibre est site stable si elle revient a cette po-
sition aprés une petite perturbation car les forces en présence
tendent a 'y ramener. Dans le cas contraire, elle est instable.

Condition pour gu'une position d’équilibre soit

table
Soit zg une positon d’equilibre, F(z) =0 <= —df;f =0 % Difficulté

X . . . Il s'agit bien de la dérivée en fonction
Pour gqu’une position soit stable, il faut que F(zo+dz) < 0quandz >0 de x en non la dérivée temporelle

ou F(zg+dz) >0quand z <0

On réécrit la premiére égalité :

F(xg + dz) — F(xo)

0
dz <
dF d?E,
@(IO)<O = <0
d?E,
>0
dx?

Il faut donc que la courbe soit convexe en zg

En ajoutant l'information de |'E,,,, on peut connaitre I'évolution du sys-
teme.
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. . R \/

Pult de potentiel Barriére de potentiel
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