MECANIQUE & Oscillateurs,

Chapitre

Oscillateurs

Notion d’oscillateur

Definition
Tout systéme physique manifestant la variation d’'une grandeur phy-
sique autour d'une position d'équilibre.
On les rencontre dans tous les domaines de la physique :Circuits élec-

triques, pendule, ressort, corde de guitare, ondes acoustiques, méca-
nique quantique...

Types

Oscillation périodiques
Quand les variations se reproduisent a l'identique au cours du temps.

On défini la période T', la fréquence v = + et la pulsation w = 2% = 27

Oscillateurs amortis

Quand 'amplitudes des oscillations diminue au cours du temps, du fait,
principalement de la dissipation de ['énergie.

Types d'oscillation

Elles sont libres quand l'oscillateur oscille en fonction des ses propres
caractéristiques : Ressort laché

Elles sont forcées : un autre systéme tente d'imposer une certaine fré-
quence d’oscillation au systéme.
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MECANIQUE & Oscillateurs, Ressort

Ressort
Un ressort est caractérisé par

- sa longueur a vide g

- une constante de raideur K

— . . . iy
La force de rappel F,. exercée par le ressort a une intensité propor-
tionnelle a l'allongement du ressort. La constante de proportionnalité
correspond a K :

_>
—F =k(z—1ly)es
Pour connaitre le signe, il faut représenter le_gas d'un allongement po-
sitif et regarder dans quel sens est la force F,.

Souvent, on prend pour origine du repére la longueur a vide du ressort.
Dans ce cas, l'allongement du ressort vaut x.

X J
compressién

Mise en équation : Masse m au bout d’un ressort de constante K

Forces appliquées (E},?,ﬁ : On néglige les frottements : B L au dé-
placement.

m
mi = —kx <= mi + kx = 0: Oscillateur harmonique
my =-mg+R < R=myg

Oscillateur harmonique (OH)

On appelle ocillateur harmonique un systéme qui répond a l'EQD sui-
vante :

d?z 9

— t)=20

de? +w0$( ) Info
Conditions nécéssaires : Si le coef-

Elle est du second ordre linéaire a coefficient constant sans terme du ficient du terme du second ordre
. est égal a 1, le coefficient du terme
premier ordre.

d'ordre 0 est positif

Exemple: & 4+ 4x =0estun OH maispas & —x =0
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MECANIQUE & Oscillateurs, Résolution

Formulation équivalente de |'OH

i +wir=0

i@+ wird =0

d
&(Ec + Epp) =0

Ec+ Epp =Cst

Résolution

On cherche des solutions de la forme

x = Ce™ (61)
&= Cret
&= Cr2e"

On injecte (61) dans 'EQD pour obtenir 'équation caractéristique

P +wi=0

= r? =}

<— r = diwg

La solution s'écrit donc

x(t) = geﬂ-‘”ot + @6““0’5 (6.2)
Dans la pratique, l'expression (6.2) n'est pas trés utilisée car générale-
ment z(t) est une grandeur réelle. En fait, on peut aussi 'écrire sous la

forme

A cos(wpt) + B sin(wpt)

G Preuve 2.1: Démonstration de la deuxieme forme
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MECANIQUE & Oscillateurs, Résolution

Re((a + ib)e™ ™0 + (¢ + id)e™"?)

Re((a + ib)(cos(wot) — i sin(wot) + (¢ + id)(cos(wot) + @ sin(wot)))

Re(a cos(wot) — iasin(wot) + ib cos(wot) + bsin(wyt) + ¢ cos(wot) + icsin(wot) + id cos(wot) — dsin(wot))
= a cos(wpt) + bsin(wot) + ccos(wyt) — dsin(wot))

= (a + ¢) cos(wot) + (b — d) sin(wpt)

= A cos(wot) + B sin(wot)

x(t)

On peut aussi 'écrire sous la forme
z(t) = C cos(wot + p)ou z(t) = Dsin(wot + 1)

a Preuve 2.2 : Demonstration de la 3e forme

C cos(wot + ¢) = C' cos(wot) cos(p) — C sin(wot) sin(yp)
= A cos(wot) + B sin(wpt)

Chacune des solutions fait intervenir 2 constantes d’intégration : A et
B, C et ¢, D et n, que 'on détermine en appliquant les conditions
initiales sur z(t) et &(¢).

° Exemple du ressort

La solution de 'EQD est z(t) = A cos(wot) + B sin(wpt)

Siat = 0, on allonge le ressort sur uns distance z(0) = =, et
on étudie le mouvement sans vitesse initiale ((0) = 0).

2(0) =z, = A X 1.

Il faut calculer &(t) = —Awg sin(wot) + Bwyg sin(wgt), donc &(0) =
Bwy = 0 car pas de vitesse initiale, donc B=0

On obtient alors x(t) = x,, cos(wot) et & = —x,wo sin(wot).

Période T des oscillations

Il faut trouver T vérifiant :

x(t+T)=uxz(t)
Ty €O8(wo (t + T')) = x4y, cos(wpt)
Zm cos(wot + woT') = @y, cos(wpt)

2
wol =27 = wo?ﬂ
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MECANIQUE & Oscillateurs, Oscillateurs amortis

1 _ 2w __ ™
|C|,T—wfo—2ﬂ'\/?

Représentation graphique

X

Quand l'amplitude des oscillations est maximale, la vitesse est nulle et
quand z est nul, la vitesse est maximale.

Oscillateurs amortis

La solution d'un OH correspond a un mouvement perpétuel. Il s'agit
d'un cas idéal sans dissipation d'énergie. Dans la pratique, il y a tou-
jours une perte d'énergie. On parle alors d’amortissement de ['OH.

Mise en équation

On revient au cas du_r)essort étiré et on consideére en plus une force
de frottement fluide Fy = —a¥.0na toujours, a t = 0, z(0) = x,, et
i(0) =0
. - =
Bilan des forces : ?, ﬁ,Fr, Fy.
. e
On applique le PFD: md = ? + ﬁ + F. + Fy
mi =0+0—-kr—az
my =-mg+R+0-ay
Pas de mouvement selon y, doncy =y =4=20

ma = —kr —azx
(6.3)
0 =-mg+R+0=R=mg

On remarque que les forces de frottement ajoutent un terme du pre-
mier ordre. On obtient de (6.3) 'EQD

k
i+ 2t Be—o0 (6.4)
m m

Info

Vitesse et position sont dits en
quadrature de phase.
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MECANIQUE & Oscillateurs, Résolution

On peut écrire (6.4) sous forme canonique, avec 7 = T etwy = ,/% :
N 2
x+;x+wox:0 (6.5)
Resolution
(6.5) est homogéne, on cherche des solutions sous la forme Ce™
L'équation caractéristique de (6.5) est :
2 1 2
T4+ —r4+w;=0 (6.6)
T
(6.6) est du second degré dont on calcule le discriminant!
1 2 1 2,2
A= = dwi = ﬁ(l — 4wiT?) (6.7)

Cela fait intervenir la grandeur Q = woT appelé facteur de qualité, sans
dimensions.

Temps

wo = 2% avec T' la période de 'OH, en l'absence de frottement
7 est le temps caractéristique sur lequel les frottements opérent.
Q = woT =275

Si @ >> 1, les frottements n'ont pas le temps d'agir pendant une pé-
riode d’oscillation : on se rapproche de 'OH, car7 >> T

SiQ << 1 < 7 << T, onsattend a ce que les frottements em-
péchent les oscillations.

Regimes
On distingue trois cas suivants selon la valeur de A (6.7).

Régime pseudo-périodique

§<0si1—4Q%? <0 < 4Q? > lou Q > 0.5.
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MECANIQUE & Oscillateurs, Régimes

Les racines de 'équation caractéristique (6.6) sont

r= 5 i
__%i% 4w3(1_4wé7'2)
——%:I:§><2w0 1 é
:—%:I:ixcuo 1 ﬁ
:—E:I:ixwa,
On adonc2racines: ry = —= —iw, ety = —2= +iw,

La solution s’écrit alors
z(t) = Cre™' + Cae™?
= Cle(iiiiwa)t + 026(7%+iwa)t
= CreFre el 4 Che™ 37 ¢ Tiat
— e_i(Cle_i“’“’t + C’ge+m“t)

= ¢ 27 (A cos(wat) + Bsin(wgt))

On détermine A et B avec les conditions initiales

z0) =z, =4

x(t) = —%e_t/QT(A cos(wat) + Bsin(wat)) 4+ e %7 (= Awg sin(wat) + Bw, cos(wat))
= —%x(t) + 727 (= Aw, sin(wqt) + Bw, cos(wqt))

#(0) = —%x(()) + Buw,

Par énonce, &(0) = 0, donc =

m + Bw, =0 <= B=5m

2Twg

Tracé de la solution :

On parle de pseudo-oscillations dont la période est T, = i—:

Dans le cas ol Q >> 1, wg = wp4/1 — ﬁ ~ wpy et w, — wp, donc vers
la pulsation de I'OH associée. Voir Graphe 6.4
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MECANIQUE & Oscillateurs, Régimes

Regime apériodique
A>0si1-4Q%?>0 < 4Q% < 1louQ < 0.5.

Les racines de ['équation caractéristique (6.6) sont

14,/ 4w+ 2

T =
T =
2
1 1 1
— 4o A1 ——
2T 2\/ wi( +4w§72
1 1
=——+ -=x2 402 (-1 4+ —
or £ 3 ¥ 2o\ (Z1F 5o
! + 1+ !
= —— W —
2r = Y 4Q?
1
=——=7
2T

La solution s'écrit alors

z(t) = Cre™t + Cae™!
_ Cle(*%*ﬁ)t + 026(*%+5)t
= e_%(Cle_ﬁt + Che™Pt)

Avec les conditions initiales, z(0) = z,, et ©(0) = 0. De plus, &(t) =

7%1’(15) + eft/2-r(7015675t + Cgﬂﬁt)

x(0) =C1+Cy=a,
2(0) =-32+(Co—C1)B=0

(6.8)

On peut retrouver les C en résolvant le systéme (6.8)

Tracé des solutions

X
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MECANIQUE & Oscillateurs, Régimes

Regime critique
A=0si1-4Q*>=0 < 4Q*>=1ou Q =0.5.

La racine double de l'équation caractéristique (6.6) est

_1
r=—"
2
1
27
La solution s'écrit alors : * X Difficulté
L, Les constantes n'ont pas la méme

_'I;(t) = (Cl + Cgt)e_f dimension. Cy est une longueur et Cy

Ly 1y est une vitesse
:Cle 27 +02te 27

Avec les conditions initiales, (0) = z,, 4 = 0, donc Cy = z,

. 1 1 1
z(t) = f% et 4+ Coemart — —gj te~ar!
. c c m
#0)=—3+Co=Cr= 50 =32

Donc z(t) = e 34 (1 + o).

Tracé de la solution

Comparaison des solutions

0

Dans le régime critique, le retour a l'équilibre est le plus rapide. Il est
donc intéressant pour étudier des amortisseurs
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