MECANIQUE & Oscillateurs forcés,

Chapitre

Oscillateurs forcés

Systéeme du premier ordre for-
ce

Mise en équation

On a une force de frottement fluide du type —a@'.

Forcage : On fait subir une force du type = F cos(wt)eg

On projette le PFD selon l'axe z :

mi = —ax + F cos(wet) (72)
< mi+ ai = F cos(w,t) (72)
<~ mu, + av, = F cos(wet) (7.3)

F
= Uy + 2ng = — cos(wet) (7.4)
m m
. 1
= U, + ~Us = am cos(wet + o) (75)

Le terme de forcage introduit en tant que second membre dans est non
constant dans 'EQD (7.5).

Solution homogene

On résout (7.5).

L'équation homogéne est

. 1
Vit~V =0 (7.6)
On trouve
Vi(t) = Ce /™ (7.7)
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MECANIQUE & Oscillateurs forcés, Résolution avec les complexes

Le second membre est sinosoidal, donc on cherche une solution par-
ticuliére sous la forme sinosidale de méme pulsation que le terme de
forcage, we

On cherche V,, de la forme V,,, cos(w.t+¢,). Il faut donc déterminer V,,,
U'amplitude et ¢, la phase.

Resolution avec les complexes

Introduction des grandeurs complexes

On cherche V,, de la forme V,,, cos(w.t+¢,). Il faut donc déterminer V,,,,
l'amplitude et ¢, la phase.

V,, est solution de (7.5).

On introduit V, € C tel que Re(V,) =V, ', i.e. V, = Vj,el@eiten) —

ot i Info
Vv, eiwetgivn

A chaque fois que l'on introduit
) ) ) une grandeur complexe, sa partie
On introduit A € C tel que Re(A) = an,cos(wet + @e), 6. A = réelle vaut la grandeur réelle as-

amei(wetJr%) = q,,eWeteive o sociée. Ici, on voit que Re(Vp) =
Re(Vin(cos(wet + ¢pv) + isin(wet +
) = Vin(cos(wet + pu) = Vp.

Introduction des Constantes complexes
On pose = ‘/77Leiipv et (Lﬂ = (L,ne,ii;c

OnaalorsV, = 1, et et A = a,, e

Ecrire 'EQD complexe
L'équation (7.5) devient, avec les grandeurs introduites :

Vot V=4 (78)
On dérive V}, pour obtenirﬁ = Vpmiwee™<t que l'on introduit dans (7.8) :

leweezwet + 7Vmezwet — amezwet
Zm ) -m

ﬁiw%—&— %W: W
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MECANIQUE & Oscillateurs forcés, Systémes forcés du deuxiéeme ordre

Pour obtenir V;,, et ¢,, il faut calculer le module et 'argument de V,,,.

Vin = V| = 77— —

_ (7.9)

De plus ¢, = arg(Vin) = arg(am) — arg(+ + iw.) = ¢, — arctan(w,r). 4

On a trouvé la solution générale en (7.7) et trouvé la solution particu-
liere. La Solution compléte est :

s(t) =V + Vp = Ce V™ + V,, cos(wet + y)

Type de Régime

Sit < 1, 0n parle de régime transitoire, sit >> 7, Vg (t) ~ 0 et
V(t) =~ Vp(t). On parle alors de régime force.

Systemes forcés du deuxieme
ordre

Exemple

On fait varier la position de 'extrémité gauche du ressort zy de fagon
périodique au cours du temps. zg = d,, cos(wet + @) avec d,, 'ampli-
tude du mouvement et w, la fréquence.

PFD selon ey : mi = —k(z — 20 — o)

On obtient m& + kx = kly + kxo(t). En posant X = x — Iy pour faire
disparaitre klg, on a

mX + kX = kd,, cos(wet + @e)

.k k
X + —X = —dy, cos(wet + @)
m m

.. k
X + WX = widy, cos(wet + p.) avec wy = 1/ — (710)
m

@ Astuce

Rappel:Si Re(a + ib)
arctan(%), si Re(z)
arctan(g) + .

<

> 0,p
0,p
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MECANIQUE & Oscillateurs forcés, Résolution sans dissipation

Resolution sans dissipation

On obtient une équation d'OH avec un second membre sinusoidal :
X +w2X = wid,, cos(wet + e (711)

L'équation homogéne associée est X 4+ w2X = 0, donc la solution ho-
mogene est X (t) = A cos(wot) + B sin(wot).

On cherche une solution particuliere X,(¢) du méme type que le se-
cond membre : sinusoidal avec la méme pulsation w,. Elle est de la
forme X, (t) = X, cos(wet + ¢x) avec X,, et ¢, a déterminer.

Introduction des grandeurs complexes
Xp = Xpel@ettee) = X, et avec X, = X,,e'%"

D = dp,e'@ett9e) = dy e’ avec dyy, = dp e’

Ecriture de l'équation en complexe
On réécrit (710) avec les nouvelles grandeurs :
X, +wi X, =wiD (712)
On a bien Re((712)) = (717).
Calcul de la déerivée seconde et remplacement

e it s ot X
On calcule & : & = X, iw.e™ et& = —wiXe" .

X Difficulté
On trouve bien iw? car on rappelle
On remplace dans (7.12) : queixi=i=—1!

—ngme““"‘t + wop X Xeiet = wgdme“"et
2 2y _ 2
X (Wi — w?) = widm

wg
Xm = 3 p) dm (713)
—  wij—wi—

Calcul des variables a determiner

On calcule X,,, = | X,| et ox = arg(Xn).

2
Xm = |&| = ‘wwou%' X ‘dﬂ|

7
0
) ) @ Astuce
H w, H w,
Slwy > we, X = 7‘08_0“,2 dm et sl wy < we, Xy = 7w2_0w3 . En effet, l'argument d’'un nombre
négatif est 7 et celui d'un positif est 0

pox = arg(X,,) = arg(dm ) +arg(wg) —arg(wg —w?) = . +0—arg(ws —w?)
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MECANIQUE & Oscillateurs forcés, Résolution avec dissipation

: Q
SlWO > We, PX = Pe *

Slwe > wo, px = e — T
Wo

L(*)e

Dephasage

Resolution avec dissipation

Mise en equation

On rajoute une force de frottement fluide F = —a¥.

On fait le PFD selon e :

mi = —k(x —x9 —lo) — az
mi + az + k(z — lg) = kxo
mX + aX + kX = kao(t)
! k k

X4+ =X+ —X=—z(t)
m m m

.1
X+;X+%X:%m@ (722)

En posant 7 = 2 et wy = ,/% et en effectuant un changement de
variable : X =z — I,.

Solution générale
L'équation homogéne associée a (7.14) est :
.. 1 .
;n+;XH+%XH:O (715)

Il s'agit d’'une équation d'OH amorti dont la solution dépend du discri-
minant.

Régime transitoire

La solution de l'équation (714) est la somme de la solution de ['équa-
tion sans second membre et de la solution particuliére. Compte tenu
de la présence d'un amortissement, la solution de 'équation sans se-
cond membre tend vers 0. au bout d’'un temps suffisamment important,
seule la solution particuliére reste non nulle. Seul le régime forcé est
étudié ici * . Pour le décrire, il suffit de rechercher la solution particu-
liere.

Info

Voir le chapitre précédant pour la
solution d'un OH amorti

Info

Pour décrire le régime transitoire, il

serait nécessaire d'écrire la solution
compléte qui dépend des conditions
initiales, mais ce n'est pas l'objet de
cette partie.
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MECANIQUE & Oscillateurs forcés, Résolution avec dissipation

Mise en equation de la solution particuliere

On cherche maintenant une solution particuliere X, (t)
Elle doit vérifier

w1
X, + prngp = wgdm cos(wet + ©e) (716)
T

On cherche X, (t) sous la mme forme que le second membre, i.e
Xp(t) = Xom cos(wet + ©z) (727)

avec w, de méme pulsation que l'excitation

Introduction des grandeurs complexes
&: X, el (wettea) :&eiwet avec X,, = el

D = d,,el(wettee) = %eiwet avec d,, = d,,ei%e

On réécrit (716) avec les nouvelles grandeurs :

X, +wpX, =D (718)

A=

Xy +

—— R s ot
On calcule & : & = X, iwee™ et& = —w X, et

On remplace dans (718) 9 : @ Astuce

En remplacant les valeurs par leur
écriture complexe, les exponentielles
doivent se simplifier comme ici, si ce

_ngmezwet + 2 x szwee“"et + wg « Xmewet _ wgdmewet n'est pas le cas, c'est qu'ily a une

T erreur de calcul.
) 1 ) ) )
~ WX+ — X Xyiwe T+ wf X X = W
Xon (= w2 + =5) = widyy
2
w,
= o din (719)

On obtient X,,, = | X,| et ¢, = arg(X,,)

On pose u = . On a alors, en divisant par wa.

Xp=——""—dn
- w(i e e
-
_ 1
- .2 u M
1—u +Q
Q

= mdﬂ (7.20)

dm Q@

On calcule X, = | Xon| = N
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MECANIQUE & Oscillateurs forcés, Résolution avec dissipation

Ftude de la fonction

On dérive la fonction :

1, @Q?>x2x(1—u?) x(—2u)+2
de X (75) X (QQ((l _ 52))+ 152)372) -

Conclusions :
- Elle vaut 0 si Q% x 2 x (1 —u?) x (—2u) +2u = 0, i.e. u = 0 ou
uw?=1- ﬁ
- Si Q — oo, on tend vers le cas sans dissipation (OH).

. i & i1— =L 1
Il existe une résonance sil— 55 >0 <= Q> 73

Info
. L'oscillateur est obligatoire en régime
L2 1 _ 1
- Pulsation:u®=1-— 307 T We =Wo 1- 202" pseudo-périodique. Les condition
) d4,,0 4,0 de résonance sont uniquement sur
- Amplitude : X,,, = e = 1’" - Q mais nécessite quand méme un
V@ (1—w?)*+u \/ T107 forcage.
- Dans le cas contraire, la seule valeur de w qui annule la dérivée
est w = 0, donc w décroit, sans résonance.
X, 12
Régime Régime
apériodique : pseudo-périodique
O 0 : : >
\ Résonance
u H
1/(é)05v \llfﬁ
Calcul de la phase
px = arg(X;n) = arg(dm) + arg(Q) — arg(Q(1 — v?) +iu) = pe +0 —
arg(Q(1 — u?) + iu).
DoncSiu < 1,0na @, = @e — arctan(ﬁ). Dans le cas contraire,
_ _ u 9
0N a Y, = e arctan(iQ(l_UQ)) T @ Astuce
1 1 Sia > 0,arg(a + ib) = arctan(g) ou
: > u > U a > 0,arg(a +ib) = arctan(%) + T

De;;hasage

Dephasage

T SiQ>>1
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