OUTILS MATHEMATIQUES & Résoudre une équation différentielle,

Chapitre

Résoudre une équation
diffirentcll

Du premier ordre

Equation homogéne

On a une équation de la forme : af’ + bf = g(x). On enléve le second
membre de 'équation. C'est 'équation homogéne.

La fonction exponentielle et sa dérivée sont proportionnelles, donc on
cherche une solution de la forme : Ke™.

On obtient la forme de la solution générale dans 'équation différen-
tielle :

ar Xx Ke™ +bx Ke™ =0

ar x Ke™ = —b x Ke'™
ar = —b
-b
r=—
a

On adonc fy(z) = Kew®

Solution particuliere

Avec 2nd membre constant

On montre que la solution particuliére fp = C avec C une constante
est bien solution de l'équation différentielle. Pour cela, on injecte fp
dans 'EQD afin de déterminer la valeur de C
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Avec 2nd membre

On utilise la méthode de la variation de la constante. On suppose que
la solution particuliére est de la forme de la solution générale, mais

avec K fonction de z, soit K(z). On a donc fp(z) = K(z)e *
On l'injecte dans 'EQD :
a(K()e™ ") + b(K(z)e ™ ") = ¢(x)
(K (@) e + K(2)—e™%) + H(K(2)e %) = o(a)
K(z) e + K(m)%e%” + (K (z)e ™) = p(x

)
aK(z)’e%bmfi)Iﬁy(;L')(f771)17 + bK(at)(%Ty‘r’ = ¢(x)
)

aK(z) = ZS(axi
K(x)' = ¢(x3leax

Donc K(z) = /z %ﬁtdt = é/w (t)es dt

Onrésout l'intégrale pourtrouver K (x) et la solution particuliére s'écrit
_by
alors: fp(z) = K(x)e @

Solution générale

Onsomme fy et fp.

Solution unique

On applique une condition initiale ou limite a la solution générale trou-
vée fu(x)+ fp(x) pour determiner la valeur de K.

Du Deuxieme ordre avec second
membre nul

Resolution de l'équation homogene

Elle est de la forme ar? 4+ br + ¢. On utilise les méthodes de résolution
des équations du second degré.
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Delta negatif

Si le A est négatif, 'équation caractéristique admet deux racines com-

plexes : ry = =HHY=2 et py = 0=V

La solution générale s'écrit alors :

f(t) = Cre™t 4 Cae™

Delta positif

Sile A est positif, I'équation caractéristique admet deux racines réelles:

—b+VA _ —b—VA
%a et ro = a0

=
La solution générale s'écrit alors :

F(t) = Crent 4 Coe

Delta nul

Si le A est nul, 'équation caractéristique admet une racine unique :
—b

T = 5q -

La solution générale s'écrit alors :

f(t) == (Cl + Cgt)ert

Transformation d'une expression avec
les complexes

Passer sous forme trigonomeétrique

Comme r; et ro sont des complexes, on peut les écrire sous la forme
A+iw et A —iw

On peut donc écrire :

f(t) — C«le()\+iw)t+02€()\—iw)t — C«le)\t—l-iwt_'_OQe)\t—iwt — CleAteiwt+02€Ate—iwt

En transformant les expressions des exponentielles complexes en forme
trigonomeétrique, on obtient :

f(t) = CreM(cos(wt) + isin(wt)) + Caet(cos(wt) — isin(wt))

On factorise ensuite par e puis par cos et isin pour obtenir :
f(t) = eM[(Cy cos(wt) + isin(wt)) + Ca(cos(wt) — isin(wt))]

f) = eM[((Cl + C3)(cos(wt)) + (C1 — Cy)isin(wt))]
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On sait que Cy et Cy sont conjugués, donc en écrivant Cy = d + ik et
Cy=d—1k,onaC;+Cy =2det ’L(Cl — 02) = l(QZk) = —2k.

Donc on peut écrire, avec A = 2d et B = —2k des constantes réelles :

f(t) = e M[(A(cos(wt)) + Bsin(wt))]
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