ALGEBRE LINEAIRE 2 & Espaces vectoriels,

Chapitre

Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

Exercice 1

Pour que cet ensemble soit un espace vectoriel, il doit satisfaire les 8
axiomes. L'un des axiomes de la multiplication par un scalaire est que
1-v = v pour tout vecteur ». Dans ce cas, pour un vecteur v = (z1,x2) €
R2, nous avons :

1- (.131,%‘2) = (1 'l‘l,O) = (l‘l,O)

Pour que cet axiome soit satisfait, il faudrait que (z1,0) = (21, z2) pour
tous les vecteurs (x1,12) € R2. Cest faux, par exemple pour le vecteur
(1,1),ona1-(1,1) = (1,0) # (1,1). Puisque cet axiome n’est pas satis-
fait, 'ensemble R2 avec ces opérations n'est pas un espace vectoriel.

Exercice 2

On vérifie les axiomes d’un espace vectoriel :

1. Commutativité de l'addition: x ® y = 2y = yxr = y ® x. Laxiome
est vérifié.

2. Associativité de l'addition: (z®y)®z = (zy)z = z(yz) = & (yDz).
L'axiome est vérifié.

3. Elément neutre de l'addition : On cherche e € E tel que z®e = .
Cela donne ze = x, donc e = 1. L'élément neutre est 1 € E.

4. Inverse de l'addition : Pour tout z € E, on cherche y € E tel que
z®y=1Celadonnezy=1,doncy=1¢cE.

5. Distributivité (scalaire sur addition vectorielle) : A ® (z @ ) =
A® (zy) = (zy)) =2 EBE(A@z) e (Ay) =2 syt = 2yt
Les deux cotés sont égaux.

6. Distributivité (scalaire sur addition de scalaires) : (A + u) @ =
M =22 BE(A®2) @ (p® ) = 2> @t = 2 xt. Les deux
cOtés sont égaux.
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ALGEBRE LINEAIRE 2 & Espaces vectoriels, Exercice 3

7. Associativité de la multiplication scalaire : \@ (u®z) = A@(z*) =
(zM) = xH* Bt (Ap) ® @ = 2. Les deux cOtés sont égaux.

8. Elément neutre de la multiplication scalaire : 1 ® ¢ = z! = .
'axiome est verifié.

Tous les axiomes sont satisfaits, donc E est bien un espace vectoriel
sur R.

Exercice 3

1. A 0g=X-(0g+0g)=X-0g+X-0g. En ajoutant l'opposé de
)\-OE@,onaOE:/\-OE.

2.0-v=(040)-v=0-v+0-v. En ajoutant 'opposé de 0-v, 0n a
OE:O"U.

3. W+ A—v) = Av+(—v)) = X-0g = 0g, donc A(—v) = —(\v). De
plus, o+ (=AN)v=(A=X)v =0-v = 0g, donc (=A\)v = —(Av). On
adonc A(—v) = (=A)v = —(\v).

Exercice 4

La preuve découle directement de la vérification de chacun des 8
axiomes des espaces vectoriels, en s'appuyant sur le fait que E; et
E, sont eux-mémes des espaces vectoriels.

1. Commutativité : (ug,uz) +12 (v1,v2) = (ug +1v1,uz+2v2) = (v1+1
u1,v2 +2 u2) = (v1,v2) +12 (w1, u2).

2. Associativité : U'associativité de 'addition dans E; x Ey découle
de celle de F4 et Es.
3. Elément neutre : Le vecteur nul est (0z,,05,).

4. Inverse : L'inverse de (uy,us) est (—uy, —us).

5. Distributivité (scal-vec) : A((u,u2) + (vi,v2)) = Muy + vi,ug +
va) = (A(ur4v1), AMuz+vz)) = (Aur+Avy, Aug+Ave) = (Aug, Aug)+
()\’Ul, )\UQ) = )\(’U,l, UQ) + )\("Ul, ’UQ)A

6. Distributivité (scal-scal) : (A+ ) (u1, u2) = (A+p)ur, (A +p)ug) =
(Auy 4 pug, Aug + pus) = (Aug, dug) + (pug, pus) = Mug, ug) +
M(UDUQ)'

@ Astuce

Pour ce genre de démonstration,
quand on ne sait pas par quoi com-
mencer, on écritque Og = Og + Og.
Cela permet de faire apparaitre un
nouvel élément.

7. Associativité (mult. scal.) : AM(uu(u1, uz)) = Apur, pug) = (M pur), Mpuz)) =

(Aw)ur, (Ap)uz) = (Ap)(u1, uz).

8. Elément neutre (mult.scal.): 1-(ug, ug) = (1-3u1, 1-ous) = (u1, ug).
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Sous-espaces vectoriels

Exercice 5

Un sous-ensemble est un sous-espace vectoriel s'il contient le vecteur
nul, est fermé par addition et par multiplication scalaire.

- E; :La matrice nulle est dans E; (avec e = b = ¢ =0). La somme
de deux matrices dans E; est aussi dans E, et la multiplication
par un scalaire préserve la forme. E; est un sous-espace vecto-
riel.

. 0 0 0 0 1
- Fy : La matrice nulle donne . = * . La

0 0 0 0 1

matrice nulle n'est pas dans E,. F5 n'est pas un sous-espace
vectoriel.

- Es5:La matrice nulle n'est pas dans Ej3 car toutes les matrices de
Es ont1a la position (171). F3 n’est pas un sous-espace vectoriel.

- B, : La matrice nulle est dans E;.

_ 1 1 1 0 0
SiA,B € Ey, (A+B) =A +B = + =
1 1 1 0 0
0
0
, 1 1 0 0
STAe EyjetAeR, (M) =4 )=A =
1 1 0 0

E, est un sous-espace vectoriel.

Exercice 6

- Ey : Lensemble des fonctions continues est un sous-espace vec-
toriel.

- By : L'ensemble des fonctions surjectives ne contient pas la fonc-
tion nulle. E5 n'est pas un sous-espace vectoriel.

- FE3 : L'ensemble des fonctions f telles que 2f(a) = f(b) est un
sous-espace vectoriel.

- E4:'ensemble des fonctions croissantes ne contient pas le mul-
tiple scalaire d'une fonction, car si f est croissante, —f est dé-
croissante. E4 n'est pas un sous-espace vectoriel.
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Exercice 7

1. Le vecteur nul estdans FNG.Siz,y € FNG,alorsz+y e F et
r+y e G, doncz+ye FNG.Size FNGetAeR,alors \z € F
et \z € G.

Donc Az € FNG. FNG est un sous-espace vectoriel.

2. Levecteurnulestdans F+G.Siu,v € F+G,alorsu = x1+y;,v =
T + Y2 AVEC x; GF,yi ceG ut+v= (xl +l’2)+(y1+y2) € F+G.
Siue F+GetAeR alorsu=xz+y, \u=X x+ )y e F+G.

Donc F + G est un sous-espace vectoriel.

3. «:SiIFCHetGcCcH,alorspourtoutz=z+ye F+G,ze H
ety e H,doncz € H.
= :Supposons F+G C H.Pourtoutz € F,x =2+ 0 € F + G,
doncx € H.De méme, pourtouty € G,y =0 +y € F+ G, donc
ye Hetonabienz+ye H.

4. < :SIF C G, alors FUG = G qui est un sous-espace. SiG C F,
alors FUG = F qui est un sous-espace.

= Par l'absurde : Supposons F'U G est un sous-espace.
SIF ¢ GetG ¢ F,ilexisteu € F\Getv € G\F.Alorsu,v € FUG,
doncu+ve FUG.

Siu+veF,alorsv=(u+v)—u€ F(caru,u+v € F), ce qui
est une contradiction. Siu+v € G,alorsu = (u+v) —v € G,
contradiction.

L'hypothése est fausse.

Familles libres, generatrices. Bases

Exercice 8

1. - Fy : Cest un sous-espace vectoriel de R[X] car il contient le

polyndme nul et est stable (VA € R, P,Q € F;, AP+Q)(0) =
AP(0) 4+ Q(0) = 0 et (AP'+ Q')(0) = AP'(0) + Q'(0) = 0).

- Fy:Cest un sous-espace vectoriel de R[X] car il contient le
polyndme nul et est stable (VA € R, P,Q € Fy, (AP+Q)(0) =
AP(0) +Q(0) =0et (AP +Q)(1) = AP(1) +Q(1) = 0)

- F3:Le polyndme nul n’est pas dans F3, et la somme de deux
polyndmes de degré n n'est pas forcément de degré n. F3
n'est pas un sous-espace vectoriel.

2. 0N a3X3—2X2 —4X = A\ (1) + A2(X2 +2X + 1) + A\3(X3). Par
identification, on trouve A3 = 3, Ag = —2,2X\y = —4d et A\; + Xy = 0.
Le systéme a une solution unique : A\; = 2, Ay = —2, A3 = 3. 0On
en déduit que bien P(X) est une combinaison linéaire.

Un polyndme Q(X) = ag+a1 X +...+a, X" estdans Vect(Py, Py, P3)
si et seulement si il existe des scalaires «, 3,v € R tels que :

aoJralXJr...JranX”:a+g(X+1)2+,YX3
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ALGEBRE LINEAIRE 2 & Espaces vectoriels, Exercice 9

ap+ar X + ..+ ap, X" = (a+ B) + 28X + BX? + X3

Par identification des coefficients, on obtient le systéme d'équa-

tions :
ap=o+p
ap =28
az =f3
az =7
ar =0 pourk >3

Plus généralement, Vect(Py, P, P3) est'ensemble des polyndmes
de la forme, avec A,B,V € R3: A+2BX + BX?+CX3*.

3. (a) Les degrés sont différents 7, la famille est libre.

(B) M(X+1)+ XX —1)=0 = (A + X)X + (A — X)) = 0.
OnaXi+Xa=0etA — Xy =0, donc A\; = Xy = 0. La famille
est libre.

(€ X2—-1=(X+1)(X~-1.0na(X+1)? = X?+2X +
1= (X2-1)42X+2=(X2—1)+2(X +1). On obtient
(X2 —-1)— (X +1)2+2(X +1) =0, donc la famille n’est pas
libre.

4. La famille est libre. L'espace engendré est R, [X], l'espace des
polynomes de degré au plus n.

Fxercice 9

La dimension de M»(R) est 4.

- F1 = (My, My, M3). 3 vecteurs. La famille est libre mais non gé-
nératrice * . Ce n'est pas une base.

- Fo = (My, My, M3, My). 4 vecteurs. La famille est libre, donc elle
est génératrice . C'est une base.

- F3 = (Ml,MQ,M4,M5). 4 vecteurs. Ms = 2M;y + 2Ms + 2My. Il
y a une relation de dépendance. La famille n'est pas libre, non
génératrice et n'est pas une base.

Bases et dimension

Exercice 10

1. On peut écrire F comme F = Vect((1,-1,2), (3,1, 3), (-3, —5,0)),
donc F est un sous-espace.
G est le noyau d’'une application linéaire *, donc c’est un sous-
espace.

H est le sous-espace engendré par un vecteur non nul (Vect((1,1,1))),

c'est donc une droite vectorielle.

X Difficulté

Ce n'est pas simplement 'ensemble
des polynomes de degrés 3

@ Astuce

On parle de famille étagée

Info

car elle comporte moins de vecteurs
que la dimension de 'espace que’elle
devrait générer.

Attention
On a cette équivalence uniqguement
parce que nous sommes dans un es-
pace de dimension 4 avec 4 vecteurs
dans la matrice.

Attention

Il faudrait encore montrer que les
équations forment bien une fonction
linéaire.
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2. F:Lestroisvecteurssontliés parlarelation (=3, —5,0) = 2(1,—1,2)—
(3,1,3). Une base de Fest ((1,-1,2),(3,1,3)). dim(F) = 2.
G: Le systéeme est z — 6y + 2 = 0 et z — 3y = 0. On peut déduire
du systéme que z = 3y et z = 3y. Un vecteur de G est de la forme
(3y,v,3y) = y(3,1,3). Une base est {(3,1,3)}. dim(G) = 1.
H:Une base est {(1,1,1)}. dim(H) = 1.

3. F:Avec un pivot de Gauss de la matrice augmentée, on parvient
a trouver l'équation finale (On fait d'abord Ly = Ly 4+ 1,L3 =
L3 — 2Ly, puis Lz = 4L3 — 3Ly LU'équation est —5x + 3y + 4z =0
Q

G : Les équations sont données:xz — 6y +z=0etx — 3y = 0.

H : Un vecteur (z,y,2) est dans H si z = y et y = 2. Equations :
r—y=0ety—2=0.

4 F NG :0n substitue les équations de G (z = 3y,z = 3y) dans
'équation de F (52 — 3y — 42 = 0) : 5(3y) — 3y — 4(3y) = 15y —
3y — 12y = 0. Cette équation est toujours vraie ' . Donc G C F et
FNG=aG.

F N H :0On substitue les équations de H (z = y = z) dans l'équa-
tionde F:52 —3x—4x =0 = —2x =0 = 2z = 0. Donc
xr=y=2z=0.FNH={0,0,0)}

G N H : On substitue les équations de H dans l'équation de G :
-3z =0 = —-2x=0 = z=0Doncz=y=2z2=0.
GNH =1{(0,0,0)}.

Exercice 11

Soit Bpng = (u1,...,up) Une base de F N G.

On la compléete en une base de F, By = (u1,...,up,v1,...,0,), €t en
une base de G, Bg = (u1,...,Up, w1, ..., Ws).
On montre que Bri+g = (U1, ..., Up, V1, .., Up, W1, ..., Ws) €St UNE base

de F+Gcardim(F+G)=p+r+s.
D'autre part, dim(F) = p+r etdim(G) =p+ s.
Donc dim(F) + dim(G) = (p+7r)+ (p+s) =2p+r +s.

Donc dim(F +G) +dim(FNG) = (p+r+s)+p=2p+r+s. Légalite
est vérifiée.

@ Astuce

On aurait pu utiliser le fait q'un
vecteur (z,y, z) est dans F (un

plan) s'il est orthogonal au produit

vectoriel de ses vecteurs de base.
(1) _1’ 2) X (37 17 3) = (_57 3) 4)

Info

Cela signifie que le vecteur directeur

de la droite G est dans le plan F
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Somme directe, espaces supple-

mentaires

Exercice 12

Intersection : Si A € S3 N As, alors AT = Aet AT = —A. Donc A =
—A = 2A=0 = A=0.DoncS3N A3 ={0}.

Somme : Toute matrice B peut s'écrire, avec S € S3, A€ A3 A= %(S +
ST)+1(A—AT)* oula premiére partie est symétrique et la deuxiéme
estantisymétrique. Puisque l'intersection est nulle et que la somme est
'espace entier, Sz et A3 sont supplémentaires.

Dimensions : dim(M3(R)) = 9. dim(Ss) = 3+ 252 = 6. dim(A3) =
3%2 — 3% . Llasommeest6+3=9.
Généralisation a M, (R) : dim(S,) = n + " = 2t gim(A4,) =
@. La somme est n?2.

Exercice 13

1. F est un sous-espace, car la fonction nulle est paire, la somme
de deux fonctions paires est paire et le produit par un scalaire
d’une fonction paire est paire. I[dem pour G.

Intersection:Si f € FNG,alors f(—z) = f(z) et f(—x) = —f(x),
donc f(x) = —f(z), ce qui implique f(z) = 0 pour tout z.

2. fi(—z) = w = f+(2).

fo(—a) = L0 — (@),
fo(@)+ f-(2) = f($)+f(—$)-5f(1’)—f(—1’) = f(a).

3. D'apres la question 2, E = F' + G. D'aprés la question 1, FNG =
{0g}.Donc E=F & G.

Exercice 14

1. = :SI E = H @ Vect(v), alors U'intersection est {0g}. Siv € H,
alors v € H N Vect(v), ce qui est une contradiction si v # 0.

< :Siv ¢ H, alors HN Vect(v) = {0g}. De plus, dim(H +
Vect(v)) = dim(H) + dim(Vect(v)) — dim(H N Vect(v)) = (n —
1) +1—0=n.Comme H + Vect(v) est un sous-espace de E de
méme dimension, H + Vect(v) = E.

2. Soit w € H. Pour montrer que Vect(v + w) et H sont sup-
plémentaires, il suffit de montrer que v + w ¢ H. Supposons
v+w € H.Comme w € H et H est un sous-espace, —w € H.

X Difficulté

Voir cours d'algébre 1 pour la dé-
monstration de cette expression

X Difficulté
En effet, elle est de la forme

0 a2z ai3
—ai2 0 az3
—aiz —azz3 O

alors qu'une matrice symeétrique est
de la forme
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Alors v = (v+w) + (—w) est dans H, ce qui est une contradiction.
Doncv+w ¢ H.

Exercice 15

- = :Si E1, By, E3 sont en somme directe, la décomposition est
unique. Siv € E; N Ey, alors v = v + 03 + 03 = 01 + v + 03, donc
v =0.

Siv e (El—‘rEg)ﬂE?,, alorsv = vy +vg et v = v3. Donc vy +vy —v3 =
0, ce qui implique v; = v9 = wv3 =0, doncv = 0.

- < :Supposons que E1NEs = {0g} et (E1+E;)NEs ={0g}. Soit
v =1+ vz +v3 = v} + 05+ vh Alors (vy —v]) + (vg — vh) = v§ — vs.
Le membre de gauche est dans E; + Es et celui de droite dans FEs.
Comme l'intersection est {0g}, les deux membres sont nuls. On
a vy = vi. Le méme argument s'applique a vy — v = —(ve — v}),
qui est dans E; N Es,, ce qui implique v; = v} et v, = v). La
décomposition est unique, donc la somme est directe.

Exercices supplementaires

Exercice 16

1. Une base de R4[X] est (1, X, X2, X3, X*). La dimension est 5.

2. F est un sous-espace. Le polyndme nul est pair et F est stable :
SiAER,P,Q € F,(AP+Q)(X) = AP(X) + Q(X) = \P(X) +
Q(X) = (AP +Q)(X)

Un polynome P(X) = Zi:o ap X" est pair sia; = a3 = 0. Une
base est (1, X2, X*). La dimension est 3.

3. G est un sous-espace car non vide et stable : si siA € R, P,Q
G, X(A\P+Q)(X) = X(A\P'(X)+Q'(X)) = AX P'(X)+XQ'(X)
AP(X) 4+ Q(X)

L'équation donne P € G <= a+bX +cX2+dX3+eX4 =
bX +2cX? + 3dX?3 + 4e X

Donc ag = az = a3 = a4 = 0. Les polyndomes de G sont de la
forme a1 X. Une base est (X). La dimension est 1.

I m

4. F NG = {0}, car un polyndme pair de la forme a1 X doit avoir
a; = 0.
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(FNG) =3+1-0=4.
Le sous-espace F' + G a une dimension de 4, qui est inférieure a
la dimension de R4[X] (5). Donc F + G est un sous-espace.

Info
1 Pour rappel, la trace est la somme
Exe rcice 17 des éléments diagonaux direct de la
matrice

1. La trace ! est une application linéaire. N3 est le noyau de cette
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application. Par le théoréeme du rang, dim(N3) = dim(M3(R)) —
dim(Im(Tr)) =9—-1=38.

2. L'espace engendré par la matrice identité, Vect(I3), est un sous-
espace supplémentaire. Son intersection avec N3 est nulle.

3. Par le méme argument, la dimension de A, est n? — 1.

Exercice 18

1. - Fj :lasuite nulle est dans F;. La somme et le produit par un
scalaire d’'éléments de Fy restent dans Fy. Fy est un sous-
espace vectoriel.

- F, : La suite nulle n'est pas dans F,. F, n’est pas un sous-
espace vectoriel.

- F3:Lasuite nulle est bornée. La somme de deux suites bor-
nées est bornée. Le produit d'une suite bornée par un sca-

. - O .
laire est borné ¥ . F3 est un sous-espace vectoriel. @ Astuce
) ) rch no_ \9n n r ) Voir cours Maths-calc-1 pour la
2. Non. On cherche A, pu tels que 5 A2" + 3" pourtoutn démonstration sur les limites de
Pourn=0,1=X+p. suite.

Pourn =1,5=2X\+3u. On trouve A = =2, 4 = 3.
Pourn =2,25=—-2(4)+ 3(9) = -8+ 27 = 19 # 25.
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