
ALGÈBRE LINÉAIRE 2 & Espaces vectoriels,

Chapitre 1
Espaces vectoriels

1.1Sous-espace vectoriel
Proposition 1.1 : Caractérisation d’un SEV

F est un sev s’ il contient le vecteur nul et s’ il est fermé par addi-
tion et multiplication par un scalaire.

Proposition 1.2 : Ensembles particuliers

F ∩G est un sev de E.

F ∪G n’est pas un sev de E

Le complémentaire E \ F n’est pas un sev

1.2Bases
Définition 2.1 : Famille génératrice

Une famille (v1, v2, . . . , vn) est génératrice ⇐⇒ ∀x ∈ E, ∃λ1, . . . , λn,
tels que x = λ1v1 ∗ λ2v2 + · · ·+ λpvp

Définition 2.2 : Famille libre

Une famille (v1, v2, . . . , vn) est libre ⇐⇒ λ1v1+ · · ·+λnvn = 0 ⇒
λ1 = · · · = λn = 0
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Proposition 2.1 : Caractérisation d’une famille
libre

Une famille (v1, v2, . . . , vn) est libre ⇐⇒ aucun des vecteurs
n’appartient à l’espace egendré par les autres.

Théorème 2.1 : Décomposition d’un vecteur sur
une famille

Soit (v1, v2, . . . , vn) une famille libre et x un vecteur quelconque
de l’espace engendré par les vecteurs vi (c’est-à-dire x est combi-
naison linéaire des vi. Alors la décomposition de x sur les vi est
unique.

Théorème 2.2 : Existence d’une base en dimen-
sion finie

Soit G une famille génératrice. Considérons une famille libre L ⊂
G. Il existe alors une base B telle que L ⊂ B ⊂ G.

De toute famille génératrice on peut extraire une base.

1.3Dimension
Proposition 3.1 : Famille et dimension

Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille ayant plus
de n éléments est liée.

Dans un espace vectoriel de dimension n, les familles ayant
moins de n éléments ne peuvent être génératrices.

Proposition 3.2 : Base et dimension

Toute famille génératrice ayant n éléments est une base.

Toute famille libre ayant n éléments est une base.
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Théorème 3.1 : Diùension d’un SEV

dimF ≤ dimE, dimF = dimE ⇐⇒ F = E

1.4Somme directes
Définition 4.1 : Somme

On appelle somme de E1, E2 le sous-espace de E défini par

E1 + E2 = {x ∈ E|∃x1 ∈ E1, ∃x2 ∈ E2 : x = x1 + x2}

Proposition 4.1 : Somme directe

E1, E2 sont en somme directe si E = E1 + E2 et E1 ∩ E2 = {0}.
On le note alors E1 ⊕ E2

Proposition 4.2 : Espaces supplémentaires

2 espaces sont supplémentaires si E = E1 ⊕ E2

Proposition 4.3 : Caractérisation d’un espace sup-
plémentaire

E = E1 ⊕ E2 ⇐⇒ E1 ∩ E2 = {0} et dim(E) = dimE1 + dimE2

Théorème 4.1 : Dimensions d’espaces complé-
mentaires

dim(E1 + E2) = dimE1 + dimE2 − dim(E1 ∩ E2)
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