ALGEBRE LINEAIRE 3* & Espace euclidien,

Chapitre

Espace ewclidien

Montrer qu’une application est
un produit scalaire

Cas géneral

Pour qu’une application (-, -) (ou ¢) soit un produit scalaire sur un es-
pace vectoriel réel E, il faut vérifier quatre points :

1. Bilinéarité : Linéaire par rapport a chaque argument.
2. Symétrie :Vz,y € E, (z,y) = (y, z).
3. Positivité : Vz € E, (x,z) > 0.

4. Caractére défini: (z,2) =0 = 2z =0g.

Exemples d'espaces

- Sur les espaces de fonctions : Pour montrer le caractére défini de
1 2
(.8) = Jo Tt
1. On partde (f, f) =0.

2. Or, l'application ¢ — f(t)j est continue et positive sur [0, 1].
1+t

3. D'aprés le théoréme de l'intégrale nulle, une fonction conti-
nue positive d'intégrale nulle est identiquement nulle.

4. Donc Vt € [0,1], {522 = 0, ce qui implique f2(t) = 0 puis
f=0.

- Sur les polynémes : Pour (P, Q) = P(0)Q(0) +f01 P'(t)Q’(t)dt sur
R[X]:

1. Si (P, P) = 0,alors P(0) + ['(P'(t))%dt = 0.

2. Parsomme de termes positifs,ona P(0) = 0 et fol(P’(t))th =
0.
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3. Le raisonnement de l'intégrale (ci-dessus) donne P’(t) = 0.
4. Un polyndme dont la dérivée est nulle est constant (P = \).
5. Comme P(0) =0, la constante est nulle: P = 0.

- Parameétre X sur R?: Pour o(x,y) = T1y1 — Tay1 — T1Y2 + A\Tays :
1. On écrit la forme quadratique associée : q(r) = 2% — 22122 +
Az2.

2. Méthode de Gauss: On réduit en carrés : ¢(z) = (z1 — 22)* +
(A —1)a3.

3. Condition : Pour que ¢ soit définie positive, il faut que les
coefficients devant les carrés soient strictement positifs.

4. Conclusion: A—1>0 = A>1.

° Forme quadratique

— Substitution : On remplace tous les y; par des z;
dans l'expression de .

- Réduction : On regroupe les termes pour obtenir une
somme de carrés (Méthode de Gauss).

- Exemple (Ex 1.c) : p(,y) = T1y1 — T2y1 — T1Y2 + ATay2
= q(z) = 2?2 — 27122 + A\2% = (21 — 22)2 + (A — 1)23.

- Espace de matrices: Pour (A, B) = tr(ATB) :

1. Symétrie: Utilisertr(M) = tr(M 7). Icitr(ATB) = tr((ATB)T) =
tr(BT A).

2. Positivité: (A, A) = tr(ATA) =37 0 af).

3. Cette somme de carrés est clairement positive, et nulle si et
seulement si tous les coefficients a;; sont nuls (4 = 0).

Utiliser l'inégalité de Cauchy-
Schwarz

L'inégalité s'’énonce : |[(z,y)| < ||=| - ||ly||, avec égalité si et seulement si
(z,y) est liee.

. . ~ 2
- Choisir les bons vecteurs: Pour démontrer (3"}, zx)” <nd> _, z3:

1. On pose u = (z1,...,x,) etv=(1,...,1).

2. Le produit scalaire canonique donne (u,v) = > ;_,(zx X
1) = Zxk.

3. Les normes au carré sont f|ul|? = > a7 et |[v||? = Y1, 12 =
n.

4. L'application directe de CS donne (3 )2 < (X 22) x n.
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- L'astuce de l'inverse: Pour démontrer 3~ -1 > n? sachant )"z, =
1: ’

1. On cherche a faire apparaitre 1 par produit scalaire. On pose
U= (\/ZT1,...,/Tn) etv:(\/%,...,\/%).

2. Alors (u,v) = >0 (VT X \/%) =i, 1=n

3. Jull? = X (VaR)? = X a, = 1 (d'aprés l'énoncé).

b= ()2 =

5. CS ((u,v)? < |lul?||v]|?) devient:n? <1 x > ﬁ

o Astuce

Si vous voyez une somme de fractions ou de racines dans une
inégalité, pensez immeédiatement a poser u; OU v, comme étant
la racine carrée du terme pour "annuler” les puissances lors du
passage au carré de la norme.

Manipuler Uorthogonalite et le
complément orthogonal

Propriétés theoriques

Il est crucial de connaitre les relations de passage au complément or-
thogonal (noté F1).

- Inclusion: F ¢ G = G+ c F* (l'orthogonalité renverse les
inclusions).

- Somme et intersection: (F+ G)t = FtnGltet (FNG)*t =
FL 4+ Gt

Déterminer F+ en pratique

-« Si F = vect(vy,...,v), alors z € F+ <= (x,v;) = 0 pour tout
i€ {l,...,k}. Cela méne a un systéme d’équations linéaires.

- Si F est défini par une équation cartésienne ax+by+cz = 0 dans
R3, alors F+ = vect((a, b, c)).
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Orthonormalisation (Procéedé de
Gram-Schmidt)

Pour transformer une base B = (uq, ..., u,) €n une base orthonormée
C=(e1,...,en):

vy
floall

1. V1 = uq, pUiS e =

V2

2. Vg = Uy — <U2,€1>61, pUiS €y = Mool -

3. v3 = ug — (us,e1)e; — (us,es)es, PUIS eg = HZEH,

be vp = up — o0 Nug, ei)es, puis ey = 1

ToiTl*
o Variante

On peut aussi choisir de normaliser les vecteurs obtenus une
fois qu'on a obtenu des vecteurs orthogonaux pour simplifier
les calculs.

Calculer une projection ortho-
gonale

Soit F' un sous-espace de E et (ey,...,ex) une base orthonormée de
F. La projection orthogonale de x sur F est:

- Etape 1: Trouver une base de F.
- Etape 2: Orthonormer cette base (Gram-Schmidt).
- Etape 3: Appliquer la formule ci-dessus.

- Matrice de projection : Pour trouver la matrice dans la base ca-

nonique, on calcule les images pr(i),pr(j),... des vecteurs de
la base canonique.
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