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ELECTROMAGNETISME 3 & Polarisation,

Chapitre

Polarisation

Résume

- Vecteur Polarisation (3) : Densité volumique de moments dipo-
laires induits. ¥ . Unité: C - m~2.

- Susceptibilité électrique (x.) : Grandeur sans dimension qui me-
sure la facilité d'un matériau a seEE)olariser. Dans un milieu LHI,
on a la relation linéaire ? = eoXe Fint.

- Permittivité relative (e,) : Liée a la susceptibilité par e, = 1 + ye.
Elle indique combien le milieu "réduit” le champ électrique par
rapport au vide.

- Champ appliqué (ﬁa) : Le champ extérieur imposé (par exemple
par des plaques de condensateur) en 'absence du barreau.

- Champ de dépolarisation (ﬁm ou ﬁdepol) : Le champ créé par les
charges de polarisation elles-mémes. Il s'oppose généralement
au champ appliqué a Uintérieur du matériau (d’ol son nom).

- Champ intérieur (ﬁmt) : Le champ total réellement présent dans
la matiére. C'est la somme vectorielle F;; = E4 + E .

- Vecteur Déplacement Electrique (B) :Une grandeur "hybride” dé-
ie par D = ¢ E + P. © P
finiepar D =¢FE + P. ¥ EnlLHl,ona D = ¢ €. Ejpy.

Etude d’un barreau cylindrique
sous polarisation uniforme.

Modélisation du probleme et Syme-
tries

L'objectif est d'étudier un barreau cylindrique de longueuri >> R*.0On

v Exemple

Physiquement, il représente la
maniére dont les charges liées
(électrons/noyaux) se déplacent
légérement sous l'effet d’'un champ

@ Astuce

Son utilité principale est qu'il ne
dépend que des charges libres (celles
qu’on peut manipuler), ignorant les
charges de polarisation.

Info

On peut donc faire 'approximation
que le cylindre est infini, a condition
de rester prés de l'axe. Cela revient a
négliger les effets de bords.
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ELECTROMAGNETISME 3 & Polarisation, Application du Théoréme de Gauss

considére une polarisation uniforme a l'intérieur du volume V définie

par:
P = pe,

Pour résoudre ce probléme, on utilise les coordonnées cylindriques

(p, 9, 2).

Etude des symétries pour un champ fictif

On introduit un champ fictif ﬁaw créé par un volume V chargé unifor-
mément avec une densité volumique paue.

- 2 plans de symétrie 7% : (M, eme@) (M,e_g,ez) Le vecteur Eyyuz
appartient a leur intersection, donc E y, = amaﬁ

Il y une invariance par rotation Ag autour de l'axe z et une
invariance par translation Az le long de ce méme axe. Donc

Euus(7) = B (p)

|

Par conséquent : Euus = Fauz(p)e,.

Application du Théoreme de Gauss

On applique le théoréme de Gauss sur une surface cylindrique de rayon
r et de hauteur h :

:/ Eouz(p) ep epdS
lat

= Puelo) [ a5

= Euquz(p)2mph
On peut maintenant calculer la charge intérieure et appliquer le théo-
reme de Gauss :
Si p< R: Qint = paumﬂ'p2h‘

On en déduit que

P
Eauw,p<R(p) = 2@;:; e_p>
Si p = R: Qint = paumﬂRQh
On en déduit que
paqu2
Eouz p>r(p) = eop €p

Meme si cela semble évident que le
flux est nul sur les sections 1 et 2, il
faut quand méme les écrire au risque

de perdre des points en CC.
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ELECTROMAGNETISME 3 & Polarisation, Potentiel et E

Le champ est continu en r = R car il n'y a pas de charges surfaciques
pour ce champ fictif.

Potentiel et E

On souhaite maintenant calculer E,,, que l'on peut obtenir a partir de
Vi, que dont on a une relation 9.

e
— ?~an
Vm(?):
paua:
Sip< R,0ona
P P
Vin = —pes el = — =
S Z@P“E@ﬂ 5"

Sip>R,ona*

v _ PR?e}-e, PR?cos(yp)
mERT %6 p 2e0 p

On peut maintenant en deduire E,, avec le gradient : E,, — gradV,,.

Sip<RY,
deint—) P—)
Emin =———F—€; = ——¢€;
ot dz ¢ 2606

Dans l'autre cas, on utilise la formule (toujours donnée) du gradient en
cylindrique.

On obtient
OV s 10V

E, =- -
( 8,0 eP p 6(,0 etp)
PR? . —
= _p2260 (—cos(p)e, —sin(p)ey)

On remarque que ce n'est pas continu en p = R, c’est normal car on
verra qu’il y a des charges en surface.

Potentiel et Champ de Déepolarisation

Le potentiel scalaire V,,, créé par la polarisation P est lié au champ

fictif. A l'intérieur, le champ de dépolarisation ﬁm,mt est relié a la po-

larisation par le tenseur de dépolarisation NV :

ﬁm,int = _NE

€0
1/2 0 0
Valeurs du tenseur N Pour un cylindre : N = 0 1/2 0].Pour
0 0 0

Sea A1
une sphere: N = 3.

@ Astuce

C'est est une astuce mathématique
puissante. Elle permet de transformer
un probléme de dipdles (difficile

a sommer directement) en un pro-
bléme de charges uniformes (que

l'on sait résoudre facilement avec le
théoréme de Gauss). On calcule le
champ d'un cylindre plein, puis on

en déduit le potentiel de polarisation
par simple produit scalaire.

X Difficulté

Le potentiel n'est pas nul a l'extérieur
méme si il n'y a pas de polarisation a
l'extérieur. Il faut bien faire le calcul!

@ Astuce

Noter le signe négatif. Ce champ
s'oppose a la polarisation P. A l'in-
térieur du barreau, les charges de
polarisation créent un champ qui

"lutte” contre la cause qui l'a fait

naitre. C'est l'effet de "dépolarisation”
qui dépend exclusivement de la
géométrie de l'objet via le facteur N.
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ELECTROMAGNETISME 3 & Polarisation, Cylindre diélectrique LHI dans un champ uniforme

Cylindre diélectrique LHI dans un champ

uniforme

On place un cylindre diélectrique (Linéaire, Homogéne, Isotrope) dans
un champ extérieur appliqué uniforme E, = E,é,. On a donc une
polarisation volumique uniforme P = Pe,.

Le champ total a l'intérieur est la somme du champ appliqué et du
champ de dépolarisation

BT D

260

On obtient la polarisation induite en utilisant la relation ? = EOXeEint :

_ €oXela
1+ %

Vecteur Déplacement D

1
Bint = 60% +ﬁ = 11Xfeoﬁa

NJ‘X

La polarisation écrante le champ appliqué a l'intérieur du matériau.

Densités de charges de polarisation

Densité volumique : Comme la polarisation est uniforme (3 = cste), la
densité de charge de polarisation volumique est nulle :

pp = —div(P) =0

On a alors une disctribution surfacique de charges de polarisation op
équivalente a P uniforme.

Elle est répartie sur la surface du cylindre :

op = P = P cos(o)

Cela correspond a une distribution dipolaire ¥ .

Etude d'un condensateur sphé-
rique avec Gauss Directement

Le systéme posséde une symétrie sphérique. Les sources (charges
libres) et la géométrie du milieu diélectrique dépendent uniquement

de la coordonnée radiale r. Le champ de déplacement électrique B le

champ électrique F et le vecteur polarisation P sont donc portés par
@, et leurs normes ne dépendent que de r.

Attention

Le champ total a U'intérieur est plus
faible que le champ appliqué a
l'extérieur. C'est ce qu'on appelle
'écrantage diélectrique. Le mate-
riau "réagit” pour tenter d'annuler

le champ extérieur, sans jamais y
parvenir totalement (contrairement a
un conducteur parfait).

v Exemple

Mathématiquement, le cos¢ indique
que les charges sont maximales a

o = 0 (positives) et ¢ = 7 (négatives),
etnullesa o = =/2. Physiquement,
cela signifie que toutes les charges
liees du cylindre ont glissé vers un
bord, transformant le cylindre entier
en un immense dipole électrosta-
tique.
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ELECTROMAGNETISME 3 & Polarisation, Détermination des champs B ﬁ et ?

Détermination des champs B E et

B

Champ de déplacement électrique D

: On utilise le théoréme de Gauss pour le vecteur D sur une sphére de
rayon r centrée en O :

753 dS = Qint,libre

- Sir <_>R1 : Aucune charge libre n'est enserrée (Q;,; = 0). Donc
=0.

- Si Ry < r < Ry:Llacharge libre enserrée est celle de l'armature
interne, soit +Q.

2 _ __Q -
D(r) -dmr* =Q = 3_47r7'2€T

. %r > Ry : La charge totale enserrée est Q + (—Q) = 0. Donc
%
=0.

Champ electrique E

On utilise la relation de constitution B = eoeTﬁ. Dans le diélectrique
(R1 <r< RQ) :

D Q -

== _7¢
€€y  Amege r?

A l'extérieur : Puisque D=T0,alorsE=7.

Vecteur polarisation ?

On utilise la relation Tg = B—eoﬁ = €o(€r —1)?. Dans le diélectrique:

? _ (er — 1)Q€>

r
4dmre,r?

A l'extérieur : Le milieu est le vide (¢, = 1) ou le champ est nul, donc

P=7.

o Tracé des courbes

Les trois vecteurs décroissent en 1/r2 entre R; et Ry et su-
bissent des discontinuités aux interfaces. Notez que D est conti-
nu en R; et R, (car ce sont des surfaces chargées, mais D ne
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ELECTROMAGNETISME 3 & Polarisation, Capacité du condensateur

dépend que des charges libres), alors que E est atténué par le
facteur e,.

Capacité du condensateur

La capacité est définie par C = Vlcfvz, Calculons la différence de po-
tentielU =V, — V5!

RQ R2
Vl—V2:/ Bar-[ —Y 4
Ry

r, A4mepe,r?

4mege,

r

Q 1™ _ Q@ (1 1)\ _QR—R
R dmege, \ R1 Ro dmeger, R1 Ro

On en déduit:

dmeger R1 Ro

definitionCapacit : C = R R

° Commentaire

On remarque que C = €,.Cyp, ol Cy est la capacité du conden-
sateur sous vide. La présence du diélectrique multiplie la capa-
Cité par e, ce qui permet de stocker plus de charges pour une
méme tension.

Relations de passage enr = Ry

En r = Ry, NnOUS avons une armature portant une densité de charge
libre oyipre = %.
Pour B : Dext - Dint = Olibre-

Q Q

0— -
47 R3 47 R3

La relation Ds,, — D1, = o, est bien vérifiée.

Pour B D Eegt — Eine = 22+, Ici, le champ extérieur est nul. A l'intérieur,
E(Ry) = 47@%' La discontinuité de F est due a la présence des
rity

charges libres ET des charges de polarisation sur l'armature.
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ELECTROMAGNETISME 3 & Polarisation, Charges de polarisation

Charges de polarisation

Densite volumique p,

. 19
— _dvP=--2 ’p,
pp ,',,2 8T'(r )
Comme P, o 1/r?, le produit 2P, est une constante. Sa dérivée est

nulle.

Densites surfaciques o,
Enr = R; : La normale sortante du diélectrique est —¢,.

_ _ (Er - I)Q
Op1 = 3(1-1’1) : (—?r) = —W

En r = Ry : La normale sortante est +€>T.

e — 1)Q

Bilan de charge : Calculons la charge totale de polarisation @, :

Qp = // op1dSh + // 0p2dSs + /// ppdT

_ (e —1)Q 2 (e —1)Q 2
@ = ( 47reTR% Arliy )+ 47reTR% dmlty | 40

(ET - 1)Q + (57’ - 1)@

€r €r

=0

Qp:_

° Conclusion

Le milieu diélectrique reste globalement neutre. La polarisation
n'a fait que déplacer les charges vers les surfaces (influence par
contact), créant des charges de signes opposés qui s'annulent a
l'échelle du matériau complet.

7/9



ELECTROMAGNETISME 3 & Polarisation, Un pavé par analogie et superposition

Un pave par analogie et super-
position

Lame dielectrique sous champ appli-

que ﬁa

On considére que le champ appliqué TE)a est créé par une distribution
de charges libres (non précisée ici, mais on la note o, = € E, par
analogie au condensateur a vide).

Distribution de charges equivalente

Sous l'action de ﬁa le diélectrique se polarise. Comme il est LHI et que
le champ est uniforme, la polarisation P est uniforme.

- Le calcul de la divergence (p, = —divP) donne pp = 0.

- Le calcul du flux a travers les faces (o, = P-7) donne deux plans
de charges liées +o, aux surfaces de la lame.

Calcul des champs par superposition

Le systéme est désormais équivalent a deux condensateurs imbriqués :
1. Le condensateur "source” créant ﬁa 2. Le condensateur "de polari-
sation” creant un champ de réaction fp.

Calcul du champ électrique total E - D'aprés la question préliminaire,
le champ creé par les charges de polarisation +o,, est ﬁp = —"—;’?Z.

BBt BB L

Détermination de B : Par définition, B = eoﬁ + 7 En remplacant B
par son expression en fonction de ﬁa :

B = Eoﬁa

Détermination de ? et ﬁ : Par définition, B = eoﬁ + ? donc *

?:3*60§:€Oﬁa*603160ﬁa72—0

X Difficulté

On a Eine = £2 car nous sommes
-
dans un condensateur. En effet, en
Y

LHI, on a

= €0 €rEint

8/9



ELECTROMAGNETISME 3 & Polarisation, Capacité du condensateur avec diélectrique

° Résultat

Le vecteur D est identique au champ électrique (3 ey prés) qui
existerait si le diélectrique n'était pas la. Il ne dépend que des
charges libres "extérieures”.

Capacité du condensateur avec diélec-
trique

On applique maintenant ce raisonnement au condensateur complet
(charges libres +£Q sur les armatures).

1. Champ des charges libres : Les armatures créent un champ ﬁL =

Ly, = er € .. 2. Champ total : D’aprés le raisonnement précédent

€0

(en remplacant E par ﬁ le champ total dans le diélectrique est :

_ 0 € Q—> Q—>
E_eﬁl'_e €S €S

3. Potentiel et Capacité : * La tensionestU = V(0) —V(d) = E-d = %4,
*La capacité est O = & = <.

Lien avec le vide

On voit que C = = % = ¢.Cp. Le raisonnement par super-

position de plans montre directement comment les charges de
polarisation "poussent” contre le champ des armatures, rédui-
sant la tension pour une charge donnée.
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