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MECANIQUE ANALYTIQUE & Mécanique lagrangienne,

Chapitre
Mécanique lagrangienne

Introduction

Pourquoi la mécanique Lagrangienne ?

Travailler avec des scalaires

On prend l'exemple de loscillateur harmonique. On utilise une ap-
proche énergétique :

1 1
Em = 5.1'2 + §]€$2
d
—F, =0
dt

— (mi+kx)t=0

On obtient l'équation du mouvement, qui est scalaire.

Travailler avec des systemes contraints

On prend l'exemple du pendule de masse m accrochée a un fil de lon-
gueur L.

Il faudrait 2 coordonnées indépendant mais une seule car le systéme
est contraint par zTyl2. On prend alors 'angle ¢ comme unique coor-
donnée.

Cela s’applique aussi en dimension supérieure, comme dans le cas
d’'une particule dans une sphére. On peut alors écrire la contrainte :

x2+y2+22=R2

On n'utilise que 2 variables, avec le systéme de coordonnées sphé-
riques
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X

Contraintes

Définitions

On se place dans un systéme dans un espace en D dimensions de co-
ordonéees zy,...,x, *

G Définition 1.4 : Contrainte holonome

On étudie une contrainte qui s'écrit de la forme

f(xly"~;xn7t) =0

- Si f ne dépend pas du temps, c'est une contrainte holo-
nome sclérondme

- Siily a une dépendance selon t, elle est dite rhéondme

0 Proposition 1.1 : Degrés de libertés

Un systéeme déterminé par D coordonnées indépendantes mais
soumis a k contraintes holondémes indépendantesa N = D — k
degrés de liberté.

Il faut donc N coordonnées généralisées indépendante pour décrire
entierement le systéme.

X Difficulté

Cela ne correspond pas nécéssaire-
ment aux coordonnées de l'espace.
Si on étudie 2 particules, cela cor-
respond a la somme des degrés de
libertés des 2 particules.
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MECANIQUE ANALYTIQUE & Mécanique lagrangienne, Lois de Newton et d’Euler-Lagrange

Contraintes indépendantes

On construit la matrice des dérivées partielles

ofi O, 0fk  Ofk

Exemple

X3 Si on prend un exemple 3D avec

une contrainte, je peux imaginer

un sous-espace dans lequel le
systéeme peut évoluer. On pourra
alors prendre des coordonnées

adpatées a ce sous-espace, u et

X1

On peut écrire Z¥ et 2X sont tangents a la surface.
u v

On peut aussi trouver un vecteur orthogonal * a la surface en sachant
que

Info
On peut aussi faire avec le produit

%f(}(t)) :Oé?~€f:0 vectoriel de u et v

Lois de Newton et d’'Euler-Lagrange

Soit un systéeme de D dimensions et soumis a k contraintes indépe_n)—

N : . —
dantes. Le systeme est soumis aux forces conservatrices Fi,..., F,,
dont la somme vaut F.,;. On suppose que le mouvement se fait sans
frottements

On peut écrire Fo.y = —?V avec V l'énergie potentielle associée.

De plus, les forces F,, sont les forces qui maintiennent les contraintes
0

@ Astuce

Par exemple, la force de tension
du fil qui maintient la masse a une

A A . i i ’ distance | de l'origine, ou encore la
0 Théoreme 21 : Principe d'Almebert réaction du sUppOTt.

Ily a k forces Fg, pour satisfaire les contraintes fi(?) =0 pour
un mouvement sans frottement. Alors

F—Cifxefz‘
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On peut donc écrire

k k
Zﬁ = Z)\iefi

(3 3

Consequences

f schleronome

Si f; est schléronome; ?fi est un vecteur orthogonal au sous espace
donnée par f; = 0.

On a donc d
SH@H=0 = V-7 =0

On en déduit que la forces de contraintes ne travaille pas © .

frhéonome

On étudie la trajectoire d’'une fourmi sur un ballon. On gonfle le balon
pendant que la fourmi en fait le tour.

d7 est le déplacement réel du ballon et 67 le déplacement virtuel de
la particule. La particule a donc un déplacement A7 = d7 + 7.

G Proposition 2.1 : Condition de non frottement

167

?c est orthogonal a la surface, donc 170> o 7f.

° Forces de contriantes

Dans les deux cas, elles sont orthognales a la surface de dépla-
cement.

lois fondamentales

On reprend 'exemple avec une particule évoluant dans le sous espace

de la nappe. Le SE a N vecteurs tangents 7, = %

— ) .
On pose F¢ la force de contrainte totale, qui est donc orthogonale.

@ Astuce

_)
En effet, F. est orthogonal au sous-
espace, et par définition, le travail est

nul (Fo - ¥ = 0)
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On applique la LFD :

m?—?%—@
mz -7 o =70-F m+z/\ﬁfi-f_&
Z‘k
—
:7Toz>'Fea:t

En se rapellant que 7i = 8;” on écrit

D ox; D ox;
7,71 - Fex —
mzi:x partialqq zl: taqa
Cependant, on peut réécrire :
Fot = -VV
ov
S F, =—_—
ext — 8$i
ox; oV

éZFé“@q T 94

On réécrit l'autre terme :

. Ox; d . Ox . d  Ox
miaqa - &(xic‘)qua) B xi&(ﬁqa)
a.fi - 8.’131
o 4o

On écrit maintenant
83:1

&rz
dt Zm Z " 0o 8qa

0 Définition 2.1: Lagrangien

L(qonq.owt) =U-V=

d 0L oL

%52

%" O4a

1

—mac —

2

%)

=0

Vv

G Théoréme 2.2 : Equation d’Euler-Lagrange
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Exemples

Pendule

On reprend l'exemple de pendule.Ona fZ =22+ 42— 12 =0

On peut écrire z(p) = Lcos(p),y(¢) = sin(p) En dérivant, on obtient
z(p) = —Isin(p),y(p) = lcos(p)

Comme ¥ = ie, + yey, on en déduit que 72 = &2 4 g% = 12>

De plus, dans la direction ? on a Vp = —mgl cos(p) en appliquant le
PFD.

On peut maintenant écrire le Lagrangien :

1
imlng2 + mgl cos(p)

Résumé

On a un systéme de coordonnées y; et k contraintes indépen-
dantes. On a fonc N = D — k coordonnées généralisées g, ipha-

Ona ]
U=E.=5m) (&%) =Ulgai G5, 1)
et
V =Ep =V(ga,t)
puis

L=E,-E,=U-V
On obtient l'équation d’Euler-Lagrange :

d oL. OL

at'og,) " 9g

On a pour chaque « 'EQD ci-dessus.

oscillateur harmonigue

y Dans cette situation, on obtient
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1 1
L(zz) = §m3'c2 - in2
En appliquant Euler-lagrange, on a
mi+ Kx =0

qui est un oscillateur harmonique

Pendule 3-D

z .
On a la contrainte 22 + 22 + 23 —

R%2=0.
On peut écrire :
0
l 21 = Rsinfcos ¢
y T2 = Rsinfsing
T r3 = Rcosf
e
On dérive :

T = Récos@cosgp — Rysinfsinp 25 = Récos@singp + Rpsinfcosp 3 = —Rfsiné
On en déduit :

412 + 4% + 232 = RO% 4+ Ry?sin®(6)
On peut maintenant calculer le lagrangien :

1 . 1
L(0,p,0,p) = imRZQ2 + imR2 sin?(0)¢? — mgR cos(f)

En appliquant Euler-lagranges, on obtient 2 équations :

mR26 — mgRsin 0 — mR? sin 0 cos 9p? =0
2mR? cos 0sin 00 + mR? sin® 6% = 0

On en déduit que mR?sin®#p = Cst = L.

Bille
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On a ici 2 contraintes st 3+l -R2=0

scléronomes :
© 29 — z1tg(wt) =0

onaP = —mges = V = mgR cos(0)
De plus, U = 1mv? = Im(R?6? + R?w?sin’ 0)
On peut écrire le lagrangien puis avec Euler-Lagrange :

mR*0 — mR*w? sin(p) cos(p) — mgRsin(h) = 0

Machine d'Atwood

On a une corde statique de lon-

Y

gueurl+7mD
Onazy+a22—1=0,21=20=0
et y1,y2 = Cst.
g
X m,
On écrit
V = E, = —mgz1 — magzs = —(m1 — ma)ge1 — magl
et
1o, 1, 1
U=FE.= Sty + gMmata” = §(m1 + mg)

Euler-Lagrange donne

(m1 + mg)fl = (m1 — mg)g

° Observations importantes

Soit L un lagrangien
L1(qa, Gpetas t)
et
Ladr hétart) = (g @inar ) + 5 F )

Avec

d oF oF .
aF = EF; Tqaq@

Alors Ly et Ly donnent les mémes équations du mouvement.
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G Preuve 31

Il suffit de montrer que & (% (%)) - 32[, (&E)=0 vs

Calculons séparément chaque terme en utilisant l'expression de
la dérivée totale de F':

AR
dt ~ ot 4 0g,

1) Pour le premier terme, on dérive par rapport a ¢gg. Comme F
ne Eiépend que de q, ett, les dérivées partielles %—f et (,S’Ti sont
indéependantes des vitesses. Seul le terme de la somme ot a = 3

subsiste :
0 (dF\ _oF
94z \ dt ) 9qs

En prenant la dérivée temporelle totale de ce résultat, on obtient:

d (oF 782F+Z O’F
dt \Bqs) ~ 0t0qs & 9a0q5 "

2) Pour le second terme, on dérive directement ‘fj—f par rapport a
4s -

0 [(dF\ _ 0*F n O*F
Ogqp \ dt _8q58t - 09804

D'aprés le théoréme de Schwarz, les dérivées croisées sont égales
N2 2 2 92
(22 i oF  _ _O0°F ) |as deux termes sont donc

\Dtdq; — Dqp0f °' D4algs . D4500a
identiques, ce qui implique :

d (9 (dF\Y_ 0 (dF\ _,
dt \ 9gs \ dt dqs \ dt )

La contribution de ‘ji—f aux équations d’Euler-Lagrange est nulle.

De plus, Euler-Lagrange est équivalent pour n"importe quel systéme de
coordonnée.

Particule chargee en présence d'un
champ EM

On construit E = —V(p) — %—? tB=VAA

Comment on a une invariance de Jauge, difféerentes combinaisons de
potentiels donnent les méme champs.

'équation du mouvement vaut alors ma = qﬁ + q7 A B
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Le lagrangien donne L = %m?2 —qo(7,t) + q_é> A

De cette fagon, si pp— 242, A 24—?9 onal — L+q¥+q7}-€§2 =
L+q42

Exercice Tenseur totalement antisymeétrique de
Levi Civita

Exercice 1: Montrer que (7 A ?)i =Yk €ijk Vi Br.

Exercice 2 : Montrer que Zp €ijpeklp = Oikdj — 0udjk (Identité
fondamentale).

G Preuve 3.2 : Démonstration Exercice 1

e : L= .
Par définition du produit vectoriel W = V A B en coordonnées
cartésiennes :

* Wy =VaB3 — V3B,
* Wy =V3B; — Vi B3
* Wi =V1By — VB

En utilisant le symbole de Levi-Civita oU €123 = 1, €130 = —1 et
e;;x = 0 si deux indices sont égaux, on peut condenser ces ex-
pressions :
3 3
(7 A ﬁ)z = Z Z GijijBk
j=1k=1

Pour coller a la notation e,,; Vs By, On vérifie par permutation cir-
culaire que €;;x = €k = €xij. AINSI, €5 = €;x4, C€ qUI correspond
bien a esp; avec s = j et p = k.

G Preuve 3.3 : Démonstration Exercice 2

L'identité Zp €ijp€kip = Oik0j; — 050, Se démontre par l'analyse
des cas:

1.Sii = jouk =1 le membre de gauche est nul (propriété
d’antisymétrie de ¢). Le membre de droite l'est aussi (ex: sii = j,
Sirdit — 6ibir = 0).

2.Si{1,7} # {k,1}, alors pour tout p, soit €5, = 0 SOit ez, = 0. Le
produit est nul, et les deltas de Kronecker s'annulent également.
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3.Si{i,j} ={k,l} aveci #j:

- Casi=Fketj=1:Lemembre de gauche devient 3 (e;p)>.
Le seul terme non nul est celui ot p # i et p # 74, donc
(£1)2 = 1. Le membre de droite donne 033055 — 0;0; =
1-1-0=1.

- Casi=letj = k:Lemembrede gauche devient}_ eijp€;ip =
Zp €ijp(—€ijp) = —1. Le membre de droite donne §;;0;; —
5“‘6]‘]‘ =0—1=-—1.

L'identité est donc vérifiée dans tous les cas.

On peut désormais écrire :

oL
ar,

=m7; + q4;

oL _0A; Oy
8ri —qzj:’l"] (“)ri _qa’l"i

On en déduit que

dt

3

. 04; Oy . 0A; 0A; .
mr; = —q( t3 )+Q(;7’j75* jrj)
et

0A,,
Bi = Z ElmTrl

l,m
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