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Chapitre

Variable cycliques, formule de
Beltrami et thésréme de Noether

Variables cycliques

Deéefinition
Soit un systéme avec N coordonnées généralisées qi,...,qy, et sup-

posons que le lagrangien L(4a, qo,t) ne dépend pas de ¢.

L'équation d'Euler-Lagrange pour q. s'écrit alors :
d oL\ oL _ 0
dt \ 94, 9q. e

Comme L ne dépend pas de ¢, on a:
oL
dqc

0.

Donc:

d /0L
@ <8q'c> =0

et par conséquent :

= cste.
dqe

Exemples

Exemple 1

Exemple : x1, x2, 25 SNt les coordonnées cartésiennes et V(77) est in-
dépendant de z;.
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MECANIQUE ANALYTIQUE & Variable cycliques, formule de Beltrami et théoréme de Noether, Formule de
Beltrami

On a alors :
1
L=gm (22 + i3 +3d) — V(7).
Comme L ne dépend pas de z1, la coordonnée x; est cyclique. Donc :

oL d /0L
Ainsi :
oL

—— = mx; = piCste,
8.231

Potentiel

Quand un potentiel ne dépend d'une coordonnée, la compo-
sante de 'impulsion dans cette méme direction est conservée.

Exemple 2
Théoréme 11 : Energie cinétique en sphérique

1 )
im (7’“2 + 7202 4 12 sin29<,b2>

En coordonnées sphériques (r, 6, ¢), si le potentiel V(77) est indépen-
dant de ¢, alors

1 .
L=-m (f2 + 7262 +r251n29gb2) — V(7).

2
Comme L ne dépend pas de ¢, cette coordonnée est cyclique. On a
donc
L
a—, = cste = mr?sin? @ ¢ = cste.
ot

Potentiel invariant autour d’un axe

Quand un potentiel est invariant autour d'un axe, la compo-
sante du moment cinétique selon cet axe est conservée

v Exemple

Si il est indépendant explicitement du
temps, bien sur les variables d'une

FO fmu |.e d e Be ltra m | trajectoire dépendent toujours du

temps.

Si L estindépendant det
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corde
Si % =0, alors % <§;qa§‘i L) =0.
En effet,

g [ (R oL] oL
T2 |\ 04a ) " 9aa) Ot
Avec les équations d'Euler-Lagrange,

dagony oL,
dt \ 94a GQQi’

on obtient donc

N
d . 0L

Théoreme 1.2 : Formule de Beltrami

Si L ne dépend pas du temps,

N
L
E q'aa—, — L = cste
a=1 aqa

Cette constante vaut ['énergie mécanique. En effet, Pour une particule
de masse m soumise a un potentiel V(7),

L= %mﬁz V(7).

Alors, d’apreés la formule de Beltrami,

. OL

Ti 7 —
- 8”
1

1 2
L= §m? +V(7) = cste = E,.

Retour sur la corde

Si une corde de masse linéique p est décrite par y = f(z), alors

d 2
dl = /de? +di? = |1+ (dy> da.
X

Comme h = y(z) et dm = pdl, l'énergie potentielle vaut

V= [andn=py [ y@n/t+ @)

T4
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Noether

On doit minimiser la fonction, en prenant en compte la contrainte :

D
l
5:/ ugy\/1+y’2+A<\/1+y'2—D> dz
0
ou L est le Lagrangien.

Avec 65 =0,0na:

or _
or

0 = 4y - = Cste

/

=)

Ainsi :
(ngy + Ny — (ugy + A)V/1 +y? = Cste
Soit :

(1gy + ) = Cste

1
V1+y?
En posant A = ug(yo + S), on obtient :

L N e I

c oy’

Puis :

y+ S
C

z =
22 =1+ c*2 dont la solution est z = ch(x/c + )

La solution générale est y(z) = c¢(ch((x — d/2)/c) — ch(D/2c)) + H

Theoreme de Noether

Enoncé

On fait une transformation de coordonnées généralisées: g, — fo(qa)
peut étre rendues infiniment petits
On peut écrire g, — qa + € QUi est trés petit.

doF —qa,t

Soient L qui transforme L — L + —;

On peut supposer que
d
0L — —6F
7
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Théoreme 21

S 9L, —0F =Cst

a Oqy

Le Concept de Symetrie Continue

On considére une transformation infinitésimale des coordonnées gé-
néralisées q, :

Qo — qz( = Qo T €a
Ici, e, représente une trés petite variation.

Une transformation est une symeétrie si elle laisse les équations du
mouvement invariantes. ¢

d
L(qlvqlvt) = L(q7 qvt) + aéF

Cette forme garantit que l'action S = [ Ldt ne change qu'aux bornes, ce
qui ne modifie pas le chemin extrémal (les équations d'Euler-Lagrange
restent les mémes).

Développement de la Variation L

On calcule la variation du Lagrangien induite par le changement ¢, —
da + €o. Par un développement de Taylor au premier ordre :

OL oL .
o= 3 (o + G-bi

e

Puisque g, = €4 et dgy = €4, 0N a':

oL oL .
5L:Z@EQ+Z@EQ

Manipulation par Intégration par Parties

L'objectif est de faire apparaitre les équations du mouvement. On uti-
lise la régle de dérivation d'un produit :

d [ OL d [ OL n oL .

— s €|)=5|53" )€+ s ¢

dt \ 0¢q dt \ 0¢q 04a
En isolant le terme en ¢, et en réinjectant dans 'expression de §L, on
obtient:

oL d (0L d (0L
1=~ ai (5 )| =+ i ()

Application des Equations d’'Euler-Lagrange

Pour un systéme physique réel, les coordonnées suivent les équations

d’Euler-Lagrange :
d (oL _ oL
dt \0a) Oqa

Info

qui peut dépendre du temps, des
positions ou des vitesses.

@ Astuce

Cela signifie que le Lagrangien ne
change pas, ou change seulement
par l'ajout d'une **dérivée totale par
rapport au temps** d'une fonction
OF :
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En appliquant ce théoréme, le premier terme entre crochets dans 'ex-
pression de 6L s'annule identiquement. Il ne reste que la dérivée to-

tale :
d oL
0L = % ( Ea %€a>

Identification de la Constante de Mouvement

Nous avons deux expressions pour 6L :

1. Par 'hypothése de symétrie : 6L = %§F

2. Par le calcul cinématique : 6L = £ (3 paea) (00 po = 8% est le
moment conjugué).

En égalant les deux :

d oL d d oL
dt(a %6a>_ﬁ6F —— dt(a aqOZEa_(SF>—O

° Grandeur Conservée

La quantité entre parenthéses est donc une constante du mou-
vement (intégrale premiére) :

J:Z%ea—éF:Cste

Exemple 1

On considére une particule de masse m en chute libre dans un champ
de pesanteur uniforme g dirigé selon — 7. Le Lagrangien s'écrit :

1
L:TfV:im($2+y2+z'2)fmgz

Symeétrie par translation spatiale (z)

On applique une translation infinitésimale selon laxe z : x — x +¢.On
observe les variations suivantes :

- Variation des coordonnées: e, =¢ ¢, =0, ¢, = 0.
- Variation des vitesses : & — 4 (z + ¢€) = 4, donc 63 = 0.

- Variation du Lagrangien : Comme L ne dépend pas de z, §L = 0.
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MECANIQUE ANALYTIQUE & Variable cycliques, formule de Beltrami et théoréme de Noether, Exemple 1

Ici, §F = 0 car le Lagrangien est strictement invariant. La constante de
mouvement issue du théoréme de Noether est :

Tz = P 0F = (md)e — 0 = Cste

Puisque e est un paramétre arbitraire, on en déduit que la composante
du moment linéaire est conservée :

‘px:mj::CSte‘

Symétrie par translation spatiale (z)

On applique maintenant z — z+e. Ici, le Lagrangien n'est pas invariant
car le potentiel dépend de z:

1 =2
L—>§m7 —mg(z+e¢€) =L —mge

Transformation de la fonction F

Pour que le théoréme de Noether s'applique, il faut exprimer la
variation 6L = —mge comme une dérivée totale par rapport au
temps. On pose :

d
—mge = %(—mget) = 0F = —mgyet

La grandeur conservée associée a la translation selon z est :

T, = %gz — 0F = (m2)e — (—mget) = Cste

En factorisant pare:

mz+mgt=C = m(z+gt)=C

° Résultat Physique

En divisant par m, on retrouve bien la loi de la chute libre :
. C
z2=—gt+ —
m

Cela montre que méme si le Lagrangien n’est pas invariant

(0L # 0), la structure de "dérivée totale” permet de trouver
l'intégrale premiére du mouvement.
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invariant par rotation autour d’un axe

o Interprétation

La conservation de p, découle du fait que l'espace est homo-
géne selon z (pas de force). La "conservation” de m# + mgt est
simplement une réécriture de la deuxiéme loi de Newton appli-
quée a un systéme soumis a une force constante.

Exemple : Systeme invariant par rota-
tion autour d'un axe

On considére une rotation infinitésimale d'un angle € autour d'un axe
de direction 77 (ol || 7| = 1). La variation de la position d’une particule

s'écrit :
T T +67 avec 07 =e(WAT)

En composantes, cela peut s'écrire via le produit matriciel avec la ma-
trice antisymétrique P que vous avez définie : 67 = ePT .

Invariance du Lagrangien

Pour un systéme invariant par rotation (par exemple, une particule
dans un potentiel central V(r)), le Lagrangien ne change pas lors de
cette transformation. Puisque 6L = 0, nous sommes dans le cas ou :

0F =0

Calcul de la grandeur conservéee

D'aprés le théoréme de Noether, la constante du mouvement J est
donnée par le produit scalaire des moments conjugués et de la varia-
tion des coordonnées :

oL

En notation vectorielle, avec 7 = a% = m?’, ona:

T=T7 (€l AT)

Manipulation des produits mixtes

On utilise la propriété d'invariance circulaire du produit mixte :

A (BAC)=B-(C A
T=€d - (7T ATD)

: Systeme
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invariant par rotation autour d’un axe

ldentification du moment cinétique
On reconnait dans U'expression précédente le vecteur moment ciné-
tique L = 7 A F. .

J=¢e(n - L)=Cste

Puisque le paramétre de rotation e est arbitraire, c'est la projection du
moment cinétique sur 'axe de symétrie qui est conservée :

7. T = Cst
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