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MECANIQUE ANALYTIQUE & Mécanique Hamiltonienne - Méthode,

Chapitre

Wocaniaue Hamiltoni
Méthode

Calcul Variationnel

Consiste a chercher une fonction y(x) rendant stationnaire une fonc-
tionnelle Ty = [ F(y',y, x) da.

° Méthode : Modélisation d’'une fonctionnelle

Pour exprimer une grandeur physique (ex : temps de parcours)
sous forme d’intégrale :

1. Exprimer I'élément de longueur infinitésimal : ds =
1+ y2da.

2. Utiliser les lois de conservation (ex: E,, = T + V = cste)
pour exprimer la vitesse v = % en fonction des variables
d’'espace.

ds
v

3. En déduire I'éléement de temps dt = €2 a intégrer.

@ Définition 1.1

L'équation d’'Euler-Lagrange associée a la fonctionnelle F(y',y, )

est:
Sy
Ay 33/
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MECANIQUE ANALYTIQUE & Mécanique Hamiltonienne - Méthode, Symétries et Théoréme de Noether

o Identité de Beltrami (Cas ou 2 = ()

Si F ne dépend pas explicitement de z, 'équation admet une
intégrale premiére immeédiate qui réduit l'ordre de 'équation
différentielle :

= aj = cste
y 8;1// -

Symetries et Théoréeme de Noe-
ther

Pour prouver qu'une transformation dépendante d'un paramétre s est
une symétrie, il faut démontrer U'invariance de la forme du Lagrangien :

L(q(s),4(s)) = L(q,9)-

° Méthode : Démontrer une symétrie

1. Ecrire les expressions des nouvelles coordonnées g;(s)
données par la transformation.

2. Calculer leurs dérivées temporelles ¢;(s) par rapport a t.
3. Injecter ¢;(s) et ¢;(s) dans l'expression du Lagrangien.

4. Simplifier pour vérifier que le paramétre s disparait et que
L'=1L.

Exemple de l'invariance hyperbolique

Soit le Lagrangien L = im(i? — §?) — 1k(z* — y?) soumis a la transfor-
mation matricielle :

{x(s) = z cosh(s) + ysinh(s) . {x(s) = ¢ cosh(s) + ¢ sinh(s)
y(s) = xsinh(s) 4+ y cosh(s) y(s) = & sinh(s) + y cosh(s)

En substituant dans le nouveau Lagrangien L/, les doubles produits
s'annulent:

#(5)2 — §(s)® = (&% — §?) (cosh®(s) — sinh?®(s)) = &* — §°

=1

De méme pour les positions, on obtient L' = L : la transformation est
une symétrie continue.
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MECANIQUE ANALYTIQUE & Mécanique Hamiltonienne - Méthode, Détermination de la quantité conservée

Détermination de la quantité conser-
vee
° Méthode : Application du Théoréme de Noether

Pour extraire l'intégrale premiére d'une symétrie continue :

1. Calculer les générateurs infinitésimaux h; en dérivant

la transformation par rapport a s au point initial : h; =
9q;(s)

N PO

2. Déterminer les impulsions conjuguées classiques du sys-
téme : p;, = %'

3. Calculer la constante du mouvement I en effectuant la
somme: I =>3".ph;.

On dérive les coordonnées transformées par rapport au paramétre s
ens=0:

_ dq;(s)

i 0s

. hy = (xsinhs +ycoshs)|,_ =y
=0 hy = (zcoshs +ysinhs)|,_ ==

Les impulsions généralisées (moments conjugués) sont données par
oL .
Pi = 9g; -

= o =

dy

Dz —my

0 Théoreme 2.1 : Constante du mouvement de Noe-
ther

L'intégrale premiére I induite par la symétrie s'écrit :

I=""pihi =pehs + pyhy = m(ys — i)

Autre exemple : Transformation heéli-
coldale
Pour une transformation de la forme ¢ — ¢ +eetz — 2z + §:

- Générateurs : Par identification avec ¢; + eh;, ona hy =1 et h, =
1

X

© Quantité conservée : I =py - (1) +p. - (%) = py + 5.
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MECANIQUE ANALYTIQUE & Mécanique Hamiltonienne - Méthode, Mécanique Hamiltonienne

Mécanique Hamiltonienne

Soit une particule de masse m en coordonnées sphériques (r,6,¢)
dans un potentiel central V(r) :

1 . .
L= om (7'“2 + 1262 + 12 sin? 9(;52) —V(r)

° Méthode : Construction du Hamiltonien H

Le passage de l'espace des configurations (g, ¢) a l'espace des
phases (g,p) suit une méthode stricte :

1. Calculer tous les moments conjugués p; = g—j.

2. Inverser le systéme pour isoler chaque vitesse générali-
see: ¢ = f(q,p)-

3. Ecrire la transformation de Legendre : H =Y, pig; — L.

4. Substituer impérativement toutes les expressions de ¢;.
Le Hamiltonien final ne doit dépendre que de g; et p;.

Calcul des moments conjugues

En appliquant la définition p; = S -

Dr = mr ; po = mr ; Doy = mr? sin? 0¢

Ecriture du Hamiltonien (Transforma-
tion de Legendre)

On suit la méthodologie :

1. Inverser les relations pour isoler les vitesses : 7+ = =, § = Lo

mr2?

b= ot
mr2sin? 0

2. Injecter dans H = >, p;¢; — L pour éliminer totalement les vi-

tesses.
2 2
H:pj_’_ pg Py _ ﬁ pg Py —V(r)
m  mr2  mrZsin?é 2m  2mr?  2mr2sin® 0
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2
;| D Py
2m  2mr2  2mr2sin?0

H(r,0,pr,p9,p0) = +V(r)

Equations de Hamilton

Le systéme évolue selon les équations canoniques : ¢; = g—f et p; =

_ oH
0qi”

Coordonnée (¢;) Equation cinématique (¢;) Equation dynamique (p;)

2 2
. Dr . Dy Dy dv (r)
Rayon = — = _
yonr "= b mr3  mr3sin® 0 dr
2
. e . Py cos
Angle 0 0 =—"" e
g mr? 2 mr2sin® 0
;) Po .
Angle = =0
gle o ¢ mr2 sin® 0 Ps

o Variable cyclique

Puisque ¢ n'apparait pas explicitement dans H, p, = 0. L'impul-
sion p, (projection du moment cinétique sur l'axe z) est donc
une constante du mouvement.
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