MECANIQUE DU SOLIDE & Eléments cinétiques des solides,

Chapitre

Centre de masse

Centre de masse

G Définition 14 : Centre de masse ou centre d'iner-
tie

Noté C ou G, il est défini par
M@:/a.dm:/ﬁ.pm)dv
s v

Il correspond au barycentre des points matériels affectés de leur
masse respective :

/CTZldm:E)
s

La premiere expression permet de déterminer les coordonnées de C. Il
ne faut pas confondre centre de masse et centre d'inertie et centre de
gravité ¢ °

Le centre de gravité est confondu
avec le centre de masse uniquement

H i si le champ de gravitation uniforme.
Proprietes

Astuce

Symeétries du systéeme

Le centre de masse respecte les symétries du systéme. Si il existe un
élément de symétrie (plan, centre, axe), ce dernier contient le centre
de masse.

Associativité
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MECANIQUE DU SOLIDE & Eléments cinétiques des solides, Moment d’inertie

Théoreme 14 : Associativité du centre de masse

? M1001 +M2002
My + My

Moment d’inertie

Par rapport a un axe

Définition 2.1 : Moment d’inertie
C'est la quantité

I = Zd? = ZmlmQ

avec H; le projeté orthogonal de A; selon l'axe A

Pour un solide, on a

IA—///HAdeV ///72dm

avec r la distance de particule par rapport a l'axe ¥
v Exemple

Le moment d'inertie est un obstacle
au mouvement circulaire autour de

MéthOde de Cal.CUl (Symétﬂe de réVO- 'axe. Le moment d'inertie a la dimen-

sion d'une masse multipliée par une
: distance au carrée.
lution)

Geneéralités

Théoréme 2.1 : Relation des moment d'un sys-
teme a symétrie de révolution

Ip+ Iy =1,,+2 / 22dm
(S)

G Preuve 21 : A savoir démontrer

On étudie le cas d'un cylindre creux ou plein et d'un disque ou
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cerceau. Dans les 2 cas, I'axe Oz est 'axe de symétrie de révolution.
Pour des raisons de symétrie, les moments d’inertie I,, et I,,
sont les mémes. Ainsi

oy :/ (y* + 2%)dm
(8)

I,, :/ (z2 + 2%)dm
(8)

Iow + Loy z/ (y2—|—1:2)dm—|—2/z2dm
()

=1, + 2/ 22dm
(8)

Tableau recapitulatif

Forme

Disque  Qui iMR?

Disque  Perpendiculaire  1MR?

Anneau  Oui MR?

Anneau  Perpendiculaire  $MR?

Cylindre  Oui i1 MR?

Cylindre  Perpendiculaire  1MR? + 5 ML?
Tube Oui MR?

Tube Perpendiculaire  1MR?+ LAL?
Boule Oui 2MR?

Coque Oui 2MR?

Tige Perpendiculaire  {5ML?

Tige Perp. + Extremité 1M L?

Opérateurs d'intertie

On souhaiter déterminer les moments d’inertie d'une solide par rap-
port a une droite passant par O. Lopérateur d'inertie est une matrice
3 x 3 qui relie la vitesse angulaire o d’un corps rigide & son moment

cinétique T par la relation vectorielle :

T -1%

ou I est le tenseur d'inertie - .

Le tenseur d'inertie I est représenté par une matrice symétrique de la
forme :

Attention

Contrairement au moment d’inertie
scalaire qui ne s'applique qu'a une ro-
tation autour d'un axe fixe, le tenseur
d’inertie prend en compte la com-
plexité du mouvement de rotation
dans l'espace. En général, le moment
cinétique L et la vitesse angulaire

W ne sont pas paralléles, saufsi la
rotation se fait autour d’'un axe de
symétrie particulier.
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MECANIQUE DU SOLIDE & Eléments cinétiques des solides, Axes principaux d’intertie

Iy Imy I,
=1, I, I
Izw Izy Izz

Axes principaux d’intertie
Définition

Pour tout corps rigide, il existe un systéme de coordonnées spécifique,
appelé axes principaux d’inertie, ou le tenseur d'inertie est une ma-
trice diagonale. Dans ce systéme, tous les produits d'inertie sont nuls,
et la relation devient :

I 0 0

_>

L=|o0o b o|W@
0 0 I

ou Iy, I, I3 sont les moments d'inertie principaux ¥ .
v Exemple

Lorsque la rotation se fait autour de

Déterm | ntaion deS APl 'un de ces axes, le moment cinétique

est paralléle a la vitesse angulaire, ce
qui se traduit par un mouvement de

Pour un corps rigide, il existe une connexion directe entre sa symétrie rotation stable.
et ses axes principaux d'inertie (API).

1. Plan de symétrie : Si un objet a un plan de symétrie, alors tout
axe qui est perpendiculaire a ce plan et qui passe par le centre
de masse est un API. ¢

@ Astuce
2. A3(e de symétrie: Siun objet peut étre tourné sur lui-méme autour 'axe central est perpendiculaire 3
d’'une ligne droite pour se superposer parfaitement, cette ligne la base circulaire, qui est un plan de
est un axe de symétrie, et elle est donc aussi un APl Y. symétrie. Cet axe central est donc un
API.
Propriété pour trouver les API v Exemple

L'axe de rotation d’une toupie bien
équilibrée est un exemple parfait.

Si on a trouvé deux axes perpendiculaires qui sont des AP,
alors le troisieme axe, perpendiculaire aux deux premiers, est
automatiquement un API. Il suffit de trouver deux axes de symé-
trie pour trouver le troisiéme, sans calculs supplémentaires.

Théoreme d'Huygens

Théoreme
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0 Théoréme 2.2 : Théoréme d'Huygens

Iy, = I, + Md2

cz,0z

- I, estle moment d'inertie par rapport au nouvel axe de rotation.

- I, est le moment d'inertie par rapport a l'axe paralléle passant
par le centre de masse du corps.

- M est la masse totale du corps.

- d est la distance perpendiculaire entre les deux axes paralléles.

Cethéoréme n'estvalable qu'avec I.., passant par C, le centre de masse
du solide et O un point quelconque

Utilisation

Soit A et B sont quelconques et C le centre de masse de S. Si on
connait I, et que l'on cherche I, on écrit I,, = I, + Mdiz’cz puis
Iy. = I.. + Mdj_ .. dans lequel on injcete Iz trouvé avec l'équation
précédente.

° A ne pas faire

Il ne faut pas écrire Iy, = I, + Md?,zvaz car I, car An’est pas le
centre de masse.

Exemple de la tige

Considérons une tige mince, homogéne, de masse M et de longueur L.
Le moment d’inertie par rapport a un axe perpendiculaire passant par
son centre de masse est connu :

1
I = EML2

Pourtrouver le moment d'inertie par rapport a un axe paralléle passant
par l'une de ses extrémités, la distance entre les deux axes est d = %

Info

Ce théoréme repose sur l'idée que

la résistance d’'un corps a la rotation
est plus grande quand il est éloigné
de son axe de rotation. Le terme Md?
ajoute l'inertie supplémentaire due a
la translation de ['axe de rotation. Il
représente l'inertie de 'ensemble du
corps si on le considérait comme une
masse ponctuelle située au centre de
masse, et tournant autour du nouvel
axe.
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En appliquant le théoréme d'Huygens :

I=1.+ Md
1 L\?
= —ML*+ M
12 * <2>
1 1 1 3
= _MIL?>+-ML?>= —ML*+ —ML?
12 1 12 12
4 2 1 2
= _—_ML?>=-ML
12 3

Cela correspond au résultat attendu pour le moment d'inertie d'une

tige en rotation autour de l'une de ses extrémités 9. @ Astuce

Ce théoréme est un outil puissant
pour éviter de refaire des calculs
d'intégrale complexes pour chaque

Moment Cinétique et quantité nouvel axe de rotation.
de mouvement

Quantité de mouvement

Définition 3.1 : Qt de mouvement / résultante ci-
nétique
Cest la somme des quantités de mouvement de chacun des

points du solide :

—_—
P(S) = UAGS’dm
(S)

On peut écrire

—
Po = [ (194 =4 / Oddm = L voc

pour en déduire

Proposition 3.1 : Qt de mouvement avec le centre
de masse

B = Mg

avec C le centre de masse et M la masse du solide.

Moment cinétique
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MECANIQUE DU SOLIDE & Eléments cinétiques des solides, Torseur cinétique

G Définition 3.2 : Moment cinétique

C'est la somme des moments cinétiques de chacun des points du
solide. Pour un moment défini en O, on a

ITO):/ O—/i/\ﬁdm
(€©))

Torseur cinétique

Le torseur vérifie la régle de transport du moment :

Théoréme 3.1 : Régle de transport du moment ci-
netique

L—B>:IT4)+B—1>4/\]_D(—5

Quantité de mouvement et moment
cinétique dans R*

e Définition 3.3 : Référentiel R*

C'est le référentiel du centre de masse associé au solide (S) en
translation par rapport au référentiel R et dans lequel o7 = 0
avec C Le centre de masse et origine de R*.

On sait que
— N
Lp/rs = La/p+(S) + BAA DS/ R+

Mais pS/R; = M'UC/Ri = ﬁ> Donc

Proposition 3.2 : Conséquence du theoreme de
transport du moment cinétique

—>
L*:L—(?:/ Cﬁ/\vAeS/R*dm
(9)
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Théoreme de Koeing relatif au mo-
ment cinétique

G Théoréme 3.2 : Théoréme de koeing

— = N
LO/R = L*-l-O?'/\’Uc/RM

Si on applique ce théoréme au point C, a la place de O, point quel-
conque du solide ou pas:

— —
Loyp =L+ OC A Muc/R

- I

Définition 3.4 : Définition du moment cinétique
avec les API

Cette définition est utile car on aura souvent & porté par un API, donc
— N — =
on aura par exemple Q =we; = [I]¢ Q! = I .we;.

° Théoréme de transport et théoréeme de Keoning

Méme si les 2 théorémes peuvent aboutir a la méme chose, il
ne faut pas les confondre :

—_— — ;
- Transport: Lo/R = Lejg + O? A Muvg/g

) e N
- Koening: Lo/R = Lx +(ﬁ/\ Muve, g

. R - —
qui donnent la meéme chose car Lx = Lo /g

Energie cinétique

Définition
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0 Définition 41 : Energie cinétique

C'est la somme des énergies cinétiques de chaque point appar-

tenanta S:
1 s
Ek(S)/ —Uaes/ i dm
(s) 2

Théoreme de Koeing

G Théoréme 4.1 : Koeing pour 'énergie cinétique

1 ,
Ex(S) = Ei(S) + 51\/100/122

avec Ei(S) l'énergie cinétique de (S) dans R, E;(S) Uénergie ci-
nétique de (S) dans R*, et C le centre de masse.

Analayse

Ey* est 'énergie cinétique de rotation définie par
—= 1

5= [ gPaeswam = gLen-B = S(flo- Oy n)0s/R

o Vecteur rotation porté par un API

La plupart du temps, T est porté sur un API, donc

1 — 1
Ep(S) = §(IAwe—A>)Qe_A> =5 cAw?

On en déduit que terme %Mvc/,% correspond a l'énergie cinétique de
translation.

Cas d'un solide ayant un point fixe O

SiSaun pointfixe 0!, alors
Info

Si de plus T est porté par un API, on

.. . L , . = ML, - Qo m)d =
Proposition 41 : Energie cinétique d'un solide () = glfes - fyyn)
2 oz

avec pt fixe
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MECANIQUE DU SOLIDE & Eléments cinétiques des solides, Cas d’un solide ayant un point fixe O

— —
Ey(S) = 3Lo/r(S) - Qs/r

Rappel utile : Double produit

On a

Z(BAT) = (BAD)T

[
ol
sl
>
=
[
™
>
=
al
[
N
>
f}
=

Trés souvent, on aura £y, = %Iazﬁz Si ﬁ = Qe_z> car c'est alors porté par
un APIL.
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