OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul intégral,

Chapitre

Caleul intégral

Types de domaines

- Cercle de centre g, 90 : ((z — 20)? + (y — 1)) = R2 ™

- Coque de centre xg, 9o, 20 : ((z —20)% + (y —v0)? + (2 — 20)?) = R?
X

- Ensemble de cercles : (((x — z0)? + (y — v0)?) — R3)(((x — 1) +
(y —v1)?) — R}) = 0. Soit le point est sur le premier cercle, soit
sur le second.

- Ellipse : (£)? + (¥)? < 1 avec a et b les rayons des demi-axes.

En pratique

Pour trouver le domaine représenté par une inégalité, on remplace par
une égalité, puis on trouve de quel “coté” on se trouve.

Aires et volumes

Systemes de coordonnees

Coordonnées cartésiennes
- S = [[dzdy
- V= [[[ dedydz
Coordonnées cylindriques

© S =[] pdpde
-V = [[ pdpdedz

X Difficulté

Sialaplace du = onaun <, il sagit
d'un disque avec les mémes pa-
rameétres. De plus, si on est dans
l'espace et non plus dans le plan, la
méme équation décrit maintenant un
cylindre.

X Difficulté

Sialaplacedu=onaun<,il
s'agit d'une boule avec les mémes
parametres
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OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul intégral, En pratique

Coordonnées spheriques

- V= [[[r?sin(f)drdfde

En pratique

Bornes de x Bornes dey Surface

a,b f(x), f(y) S = [ g(z)dz — f: f(z)dx
f(x), ) ab S= [ aw)dy — [, f(y)dy

Symétrie sphérique

On regarde toujours la symétrie du domaine que l'on cherche
a calculer. La maniére de faire le calcul dépend de la forme du
domaine et moins de la fonction.

Calcul integral

Exemple de modiffaction de l'ordre
d’intégration

Il faut d'abord trouver le domaine sur lequel il faut intégrer. Selon la
premiére variable utilisée, il faudra séparer le domaine en plusieurs
parties. On utilise 'exemple de la fonction 622y avec0 <y < 22 < 1

Analyse mathématique

Intégrons d'abord sur x. On adonc z € [\/y, 1] U [-1,—/y],y € [0, 1].

1 -V 1
I:/ / 6x2ydx—|—/ 622y dz | dy
0 -1 Vi

Primitive par rapporta z : [ 62y dz = 223y

VY . )
/ 62y dz = 22%y)"YY = 2(—5)%y — 2(~1)%y
-1

= —2y%/%y + 2y = 2y — 2y°/2
1
/f 622y dz = [22%]15 = 2(1)% — 2(y5)°y
Y

=2y — 2y5/2
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OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul intégral, Exemple de modiffaction de ['ordre d’intégration

Intégration par rapporta y :

I= / ((2y — 29°/2) + (2y — 2y°/%))dy
0

1
=/ (4y — 4y°/*)dy
0

Intégrons maintenant en commencant pary.

[

Intégrale intérieure par rapportay:

622y dy) dx

2 2

T y2 T
/ 622y dy = 622 {}
0 2 1o

= 32%((2%)* - 0)

= 328

Intégrale extérieure par rapport a z (on utilise la symétrie, 325 est

paire) :
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OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul intégral, Intégration sur triangle

Analyse a partir du schéma
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1. Ordre dydx (Intégration sur y en premier) On projette le domaine
sur l'axe z, qui devient 'axe d’intégration extérieure. x varie de —1 a 1.

- Pour un z fixé (z € [-1,1]), le domaine est balayé verticalement
(y) : la borne inférieure est toujours y = 0 et la borne supérieure
est toujours y = 2.

- Conclusion: Le domaine est simple en z. L'intégrale s'écriten une
seule partie :
1 x?
I:/ </ f(x,y)dy) dx
—1 0

2. Ordre dxdy (Intégration sur = en premier) On projette le domaine
sur l'axe y, qui devient l'axe d’intégration extérieure. y varie de 0 a 1.

- Pour un y fixé (y € [0, 1]), le domaine est balayé horizontalement
(x). La droite horizontale y = k coupe le domaine en deux points
de la parabole, = = £,/y.

- L'intervalle des x est séparé par un "trou” ou un point d'origine
non inclus:

ze[-1,—/y] ou ze€l[/y,1]

- Conclusion : Le domaine est non simple en . Il est impératif de
séparer 'intégrale intérieure en deux parties :

I:/O1 (/__lﬂf(m,y)dx—i-/\/;f(ac,y)dx) dy

Intégration sur triangle

Analyse des bornes

L'expression des droites y pour les cotés AB et BC change a partir du
point B, i.e. pour x = 1. On va donc séparer le triangle en 2 triangles
rectangles.
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OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul intégral, Intégration sur triangle

Trouvons l'expression de la droite y pour le premier. C'est une droite,

donc de la forme ax+b, avec a la pente et b l'ordonnée a l'origine. On

sait que B=0 car A(0,0) et a = {E=%A = 2 = 3 Donc y = 3z. De la

méme facon, pour le coté BC, on trouve y = 4 — .

Calcul

Pour le premier triangle :

1 3z
Ilz/ / (x+vy)dyde
o Jo

Intégration par rapporta y :

3z

1 2
:/ [my—i— y} dzx
0 2 1o
1 2
= / (x(3x) + (&E)) dz
O 2
1 2
= / (31‘2 + 995) dx
O 2
15,2
_ / 5z du
O 2

Intégration par rapporta z :
2 13,
15 1
Bl \_15_5
2 \3 6 2
Pour le deuxiéme :

41—z
I, = / / (r+y)dydz

Intégration par rapportay :

= /4 [ch—l- y;rggdx
4( ;x)Q)dm

4
16 — 8
<4x—x2 x_HU)da:

— T S

2
/42490—33 )+ 16 — 8z + 22
— dz
1 2
/48x—2x2+16—8x+x2
= 5 dz
1

4 2
16 —
/ T dz
1 2
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OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul intégral, Avec P(x)<y<Q(x)

Intégration par rapport a x :

64 1 63
=4 — 4 =24

6 6 6
g, 2l _ 4821 27

2 2 2

On trouve finalement que I = 16.

Avec P(x)<y<Q(x)

Quand les bornes de y sont des polynomes dépendant de x, il faut
encore trouver les bornes de x, celles sury étant déja données.

Pour ce faire, on résout simplement P(x) — Q(x) = 0, les solutions (2
normalement) sont les bornes de x. Il n'y a alors plus qu'a intégrer.

Exemple avec le domaine 2242 < y < 3z+8. En appliquant la méthode,
on tombe sur une équation du second degré a résoudre pour trouver
les bornes de x, ici —2 et 4.

Jacobien et changement de va-
riable

Formules

Le Jacobien (J) est le facteur de correction pour l'élément de volume/-
surface.

Cas 2 Variables (R?) : Intégrale Double
Pour une transformation (z,y) = T(u,v) :

Oz Oz
J(u,v) =det [ 2¢ 9
dy 9y

ou ov

On peut alors écrire :
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OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul intégral, Application

Proposition 41
(2= ) _ (9= 0y
J(u’v)_<8u 81}) <8v 8u>

Cas 3 Variables (R?) : Intégrale Triple

Pour une transformation (z,y, z) = T(u,v,w) :
Oz Oz Oz
ou  Ov  Ow

= 9y 9y dy
J(u,v,w) =det [ GL ¥ L

9z 0z 09z
ou ov ow

(Pour le calcul, utiliser la régle de Sarrus (voir fiche dédiée, dans la
rubrique Outils Maths)

Application

Soit D le domaine d’intégration dans (z, y) et D’ le domaine dans (u, v),
et f(x,y) la fonction a intégrer.

//D flz,y)dedy = /D/ Fl(u, ), y(u,v)) - [I(u,v)| dudo

Exemple

Un exercice classique qui montre la puissance du Jacobien pour trans-
former une région non triviale (ici, une ellipse) en quelque chose de
trivial.
Allons-y pour cette double application du Jacobien sur l'intégrale :
I= // (2% + y*) dx dy
D

2
2

ou le domaine D est défini par lellipse : g’é + % <1(a,b>0).

Simplification du Domaine (Transformation 1)

L'objectif est de transformer l'ellipse D en un disque unité D’.

Nous posons la transformation T :

X = . z=aX
solt
Y = y=>bY

Sl SN
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OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul intégral, Exemple

Le domaine D devient D’ dans les coordonnées (X,Y) :

(aX)? | (BY)?
b2

5 <1 = X?4Y%*<1
a
D' est maintenant un disque unité.

On calcule ensuite le Jacobien de la transformation inverse (z,y) —
(X,Y):

Oz Oz a 0
J(X,Y)=det [ 9 Y] =det =a-b—0

Oy Oy 0 b

0X oY

|J1| =ab (puisque a,b > 0)

L'éléement différentiel devient : dz dy = abdX dY.

On remplace dans l'intégrale I :
I= // ((aX)? + (bY)?) - abdX dY
D/

I=ab // (a>X? +0*Y?)dX dY

ol D’ est le disque X2 +Y? < 1.

Passage aux Coordonnées Polaires (Transforma-
tion 2)

L'intégrale est maintenant sur un disque, ce qui signifie que l'on peut
utiliser les coordonnées Polaires.

Nous posons la transformation Ty sur les variables (X,Y) :

X =pcos¢o
Y =psing

Le domaine D’ (le disque unité X2 + Y2 < 1) devient le domaine D"

dans (p,¢) :
pPP<1l = 0<p<l1
0<o¢<2m

Calculons maintenant le Jacobien. C'est le Jacobien standard des coor-
données polaires (appliqué a X, Y — p, o) :

oYy oY
op 0

8xX  ox :
oS« 1S cos¢ —psin
Ja2(p, ) = det ( op 8¢) = det ( $ —r ¢) = pcos® p+psin® ¢ = p

sing pcoso

32l =p (puisque p > 0)

L'élément différentiel devient : dX dY = pdp de.
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OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul intégral, Exemple

On reprend l'intégrale apres T1 et on substitue :

I=ab // (a*X? +b*Y?)dX dY
27 1
I= ab/ [/ (aQ(pcos $)* + b*(psin ¢)2) -pdp} do
0 0
Simplifions l'intégrande :
2m 1
I:ab/ [/ p2(a26052¢+b2sin2¢)~pdp] do
0 0
27 1
I= ab/ (a® cos® ¢ + b? sin? ¢) {/ P’ dp] d¢
0 0
Trivialement, on a:

1 471
3 14 1
dp= 2| ==
/op P [4}0 4

2
I:ab-%/ (a® cos? ¢ + b? sin? ¢) do
0

Pour ¢ :

On utilise Uidentité [*™ cos2 pd¢ = [" sin® ¢ dop = .

27 27
I= ab (aQ/ cos® g do + b2/ sin? ¢d¢)
4 0 0

I= azb(aQﬂ' + b*m)

Le résultat final est donc:

mab(a® + b?)

I =
4
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