OUTILS MATHEMATIQUES 2 & Calcul vectoriel,

Chapitre

Calcul vectoriel

Flux d’'un champ de vecteur

0 Définition 1.1 : Flux d'un champ de vecteur

/A?(?)-d?z//gdb‘?(?)-ﬁ

Gradient

G Définition 2. : Gradient

m Théoréme 2.1 : Plan tangent a une surface

L'éguation est, avec un point M, appartenant a la surface :

Vf(ilfo,yoyzo) (® — 20,y —Yo,2 — 20) =0

Théoréme 2.2 : Plan tangent a une surface de la
forme z = h(z,y)
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0 oh
2=zt (z— wo)a—x(%ayo) SRS yo)a—y(xmyo)

m Théoreme 2.3 : Condition de conservation

En écrivant E — Pey, + Qe, : Pour un champ 2D : oF — 9

. 9P _ 0Q 0Q _ 9R QR _ 0P
Pour un champ 3D : 9y = 00! 92 — Oy’ 9z — 02

Autres

e Définition 3. : Rotationnel

OR 0Q, 0P O0R, ,0Q 0P

rot(F) = (5~ 5 8 (5 &)

e Théoreme 34 : Formule de Green

/?d? //dd 8—2—8—]3)

G Définition 3.2 : Divergent

P 00 OR
—({E,y72’) + a_y(xﬂy’ Z) + a(mﬂyuz)

@i (F)(z,9,2) = 5
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Méthode

Calculer le flux d'un champ de vec-
teur

On cherche a calculer le flux de F(z,y, z) = o (@ ety @y +27)

a travers la surface latérale S du cylindre infini d’axe (O, ¢.) et de
rayon R.

Eléement de surface orienté (d?)

sur le cylindre de rayon R, d§ = @,dS = @, Rdyd-.

Produit scalaire

1 - T S
?~d§:m(9€er+yey+zez)- ¢, Rdpdz

En coordonnées cylindriques, ¢, +y €, = p € ,.
Sur le cylindre, p = R.
On en déduit

(I?x + y?y + z?z) = R? e

Le produit scalaire donne

(R€,+2¢.)-¢,=R(¢,-€,)+2(¢.-¢,)=R

Calcul du flux

L'intégration se fait sur z €] — oo, +oo| et ¢ € [0, 27].

<I>:R2/2ﬂd<p~/+ooldz
0 o 1+ (2/1)?

& = 27R? - (lfarctan(z/1)]t°) = 27 R2 - (z(g - (—g))) = 2m2IR?
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Calculer un plan tangent

Plan Tangent a z = f(x,y) = 2> +xy +y* au point
(1,2,7)

L'équation du plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (zg, yo, 20)
est donnée par:

zZ— 20 = %(xo,yo)@ — o) + %(xo,yo)(y )

A. Calcul des dérivées partielles de f(x,y) = 22 + zy + 3>

of _ of _
8—I—2m+y,ay =z +2y

B. Evaluation au point My = (1,2,7)

Ona

of
7ay

of
ox

C. Equation du plan tangent

(1,2) =2(1)+2=4,2-(1,2) = 14+2(2) =5

En substituant les valeurs dans l'équation du plan, on obtient :

z—T=4(x—1)+5(y — 2)
z—T=4x—4+5y—10
dr+5y—2=44+10—-7
dr +dy—2="7

Plan Tangent a la surface implicite f(z,y,z) = 0
au point My = (1,1,1)

Ici, 'équation du plan tangent est donnée par:
?f(Mo) (T =T0) =0

soit

T ) = 20) + S 01 = o) + ZL 00}z o) =0

La fonction est f(z,y, 2) = 223 — 322 + %2 + y2? + %23 — %.

A. Calcul des dérivées partielles :

of _ of of
=

= =yt 22+ 2°
0z

e 62> —Gx,a—y = 2yz + 22,
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B. Evaluation au point My = (1,1,1) :

of _ 0.9 _ 3 9f _
5, (111 =0, ay(1,1,1) =35 (1,1,1) =4

Le vecteur normal est donc ?f(l, 1,1) = (0,3,4).
C. Equation du plan tangent
Avec xg = Lyo=1,29=1:

Oz—1)+3y—-1)+4(z—-1)=0
3y—3+42—-4=0
y+42="7

Déterminer le potentiel d'un champ
de vecteurs conservatif

Champ de Vecteurs 2D : 7(:::,?4) = (y—32%) €, +

(2 +sin(y)) e,

Un champ de vecteurs ?(w,y) = P(z,y) €. + Q(x,y)?y défini sur le
domaine simplement connexe R? est conservatif (ou est un champ de
gradient) si la condition de Schwarz est vérifiée :

0Q P

or Oy
Ici, P(x,y) =y — 32” et Q(z,y) = = + sin(y), et

OP 0, o _0Q_ 0,

Puisque % = %—’; =1, lechamp ? est bien conservatif sur R2. On peut

déterminer son potentiel :

Nous cherchons une fonction scalaire f(x,y) telle que :

%ﬁ = P(z,y) =y—32" (1)
% = Q(z,y) = = +sin(y) (2)

1. Intégration de (1) par rapport a z :
fag) = [y 302z =y + Ca(y)

ou C4(y) est une fonction arbitraire dépendant uniquement de y.
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2. Dérivation par rapport a y et identification avec (2) : Nous dérivons
le résultat obtenu par rapportay:

of _ 9 3 _ /
dy ay(@/ﬁC 2’ + Ci(y)) =z + C1(y)
En comparant avec l'équation (2) (%J.; =z + sin(y)) :
x4 Ci(y) = = + sin(y)

Cily) = sin(y)
3. Intégration de Cf(y) pour trouver Cy(y) :
Cily) = [ sinfy)dy =~ cos(y) + €
ou C est une constante réelle.

4. Conclusion : En substituant C;(y) dans l'expression de f(z,y) on
trouve l'expression finale de f:

fla,y) = yz —a® — cos(y) + C
Champ de Vecteurs 3D: ?(:p, Y, 2) = yQ?x+(2xy+
N, +(y+3)¢.

. est conservatif
Les trois conditions a

Un champ de vecteurs ? (x,y,2) =

+
sur R3 si son rotationnel est nul : ? A ?
vérifier sont :

Q

Tyt
_)
0.

OR _0Q 9P OR 9Q P

Biy: 9z’ 0z oz’ ox 0y
Ici,P=9% Q=2ry+2 R=y+3.

On a bien:

OR 0 _ _2 _@
oy 6y(y+3) =1= 8Z(2;Ey+z) =5
oP 0, 4 _ _g _8j
Dz (‘32'( v) == ax(y+3) T Oz
8@ 8 _ _g 9 _(“)j

Le champ F est bien conservatif sur R3.
On peut donc déterminer le potentiel f tel que = ?f

Nous cherchons f(z,y, z) telle que:

%=y2 (1)
%z%ay—i—z (2)
%zy—i—i’) (3)
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1. Intégration de (1) par rapport a z :

flz,y,2) = /dew =y’z + Ci(y, 2)

2. Dérivation par rapport a y et identification avec (2) :

6f 7 2 0C,
- _ 2 —9 ity
Ay By (y*z + Ci(y, 2)) yx dy

En comparant avec (2) (% =2y + 2):

Zyx—&—@:Qxy—&—z = %:
dy dy

3. Intégration de aa—c; par rapportay :

Ci(y,2) = /zdy = 2y + Cs(2)

oU Cs(z) est une fonction arbitraire dépendant uniquement de z. Donc,
f(@,y,2) = y?x + 2y + Ca(2).

4. Dérivation par rapport a z et identification avec (3) :

of 0

5, = B2 (V’z + 2y + Ca(2)) = y + C5(2)

En comparant avec (3) (2L =y +3):
y+Ch(z)=y+3 = Ci(z)=3
5. Intégration de C4(z) pour trouver Cy(2) :
Cy(z) = /3dz =3z+C
ou C est une constante réelle.
6. Conclusion : En substituant Ca(z) dans l'expression de f(x,y, z), on

trouve :
fl@,y,2) =2y’ +yz+32+C

Utiliser la formule de Green

Le champ est ?(z,y) = P¥¢,+Q¢€,avec P(z,y) = —y° et Q(z,y) = 2.
La courbe C est le cercle 22 + y? = 4 (rayon R = 2). R est le disque
22 +y? <4

Calcul direct

On calcule d'abord circulation [, F.d7

Parameétrisation de C':

r=2cost, y=2sint, 0<t<2m
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dxr = —2sintdt, dy = 2costdt

Intégrale :

/? A7 = /Qﬂ[de + Qdy]

C 0
:/0 [(—y*)(—2sint) + (2)(2cost)]dt
= /Zﬂ[—(Q sint)®(—2sint) + 4 cos t]dt

27
:/ [16 sin® t + 4 cos t]dt
0

L'intégrale de 4 cost sur [0, 2x] est nulle. Pour sin® ¢, on utilise 'identité

fozﬂ sin? tdt = %”.

3
/?-d?:16-1+0=12w
. 1

Utilisation de Green

On calcule U'intégrale double [f, (%2 — &) dxdy

Rotationnel 2D :
0Q _ 0

893_%(2):0
OP 9, 5 _ a0
0Q oP

7:__2:2
ar 0y 0—(=3y") =3y

Intégrale double (en coordonnées polaires) : x = pcosyp, y = psin,
dA = pdpdyp. On a

2m 2
// 3ydady :/ / 3(psin ¢)?pdpde
R o Jo
2 27
=3 (/ p3dp> (/ sin? <pd<p)
0 0

42
—3. P .
-0 5],
3~(146>-ﬂ'3~4-ﬂ'12ﬂ'

On trouve bien le méme résultat avec les 2 méthodes.
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